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Untersuchungen über die 2r-fach periodischen 
Functionen von r Veränderlichen. 


(Briefliche Mittheilungen an €. W. Borchardt.) 


(Von Herrn ©. Weierstrass.) 


1. 


Im Monatsbericht unserer Akademie v. J. 1869 (S. 855) habe ieh 
das folgende T’heorem mitgetheilt: 

„Es sei fi (a, ... a.) eine eindeutige Funetion, die bei endlichen 
Werthen der r Veränderlichen «,. ... u 
Function hat und 2r-fach periodisch ist; so lässt sich jede andere Funetion 


.„ den Charakter einer rationalen 


f(w, ... a.) dieser Art, welche dieselben Periodensysteme wie fi (%.... %,) 
besitzt, rational durch die (r+1) Functionen 
’ of, (u., ... u, of (u.... u, 
hlan...,), fu, # (u, ) 


ou, RI 22 ou, 
ausdrücken, unter diesen aber besteht eine algebraische Gleichung.“ 

Du siehst, lieber Freund, dieses T'heorem entspricht vollkommen 
dem Zioueilleschen Satze, nach welchem, wenn f}(w) eine eindeutige doppelt 
periodische Funetion ist, die innerhalb eines Perioden-Parallelogramms nur 
an zwei Stellen unendlich gross wird, jede andere eindeutige Function f«', 
welche dieselben Perioden wie f,(w) besitzt und innerhalb eines Perioden- 
Parallelogramms an beliebig vielen Stellen unendlich gross wird. in der 
Form 

fin) — MANN 
L 
dargestellt werden kann, wo L, M, N ganze rationale Functionen von fi u 
bezeichnen. Der Unterschied ist nur, dass nach meinem Satze f(w) rational 
durch f,(«) und fi(«) ausgedrückt werden kann, wenn f,(w) eine beliebige 
Function der betrachteten Art ist, welehe dieselben Perioden wie f(w) hat: 
was sich übrigens aus dem Liowvilleschen Satze leicht folgern lässt. 
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Ich habe die Aussage meines T'heorems im Wesentlichen so wieder- 
segeben, wie sie im Monatsbericht der Akademie steht. Dieselbe bedarf 
aber einer Modification. 

Man betrachte als zu einer Klasse gehörend alle 2r-fach periodischen 
Funetionen f(wı, ... a) der angegebenen Art, welche dieselben Perioden- 
systeme besitzen; so ist das T’heorem folgendermassen auszudrücken: 

„Alle einer bestimmten Klasse angehörigen Funetionen f(w,,... %,) 
lassen sich rational aus einer von ihnen — fı(%, ... a.) — und den ersten 
Ableitungen derselben zusammensetzen, wobei diese Function fi im All- 
semeinen beliebig ausgewählt werden kann, mit der Beschränkung, dass es | 


möglicherweise partieuläre Funetionen der Klasse giebt, die auszuschliessen | 
sind. Zugleich besteht zwischen jeder Function f und deren ersten Ab- 


leitungen eine algebraische Gleichung.“ 

Es ist aber dieser Satz nur ein besonderer Fall eines allgemeineren 
T'heorems, das ich Dir bei dieser Gelegenheit mittheilen möchte. Es wird 
jedoch nöthig sein, dass ich einige Bemerkungen vorausschicke, durch 


welche der Charakter der Functionen, auf die das T'heorem sich bezieht, j 
venau festgestellt werden soll. | 


Liouville bezeiehnet in den von Dir ausgearbeiteten „Lecons“ die von 
ihm untersuchten Funetionen als „fonetions bien determindes,“ ohne die- 
selben genauer zu definiren; es erhellt aber aus den Voraussetzungen, die 
er bei der Begründung seiner Sätze macht, und aus den Endresultaten seiner 


re 


Untersuchung, dass er ausschliesslich solehe eindeutige Funetionen einer 





Veränderlichen im Auge hat, für die — nach der von mir in der Abhand- 
lung *): „Zur 'T'heorie der eindeutigen Funetionen“ gebrauchten Terminologie 


— im Endlichen eine wesentliche singuläre Stelle nieht existirt. In der 
That haben für andere eindeutige Funetionen seine Sätze keine Gültigkeit. 
(So z. B. ist | 

Pie) = ec" 


ren 


eine eindeutige und doppelt periodische Function, jedoch nicht rational dureh 
sinama und —n ausdrückbar. Für dieselbe ist aber jeder Werth von 
«, für den sinama = x wird, eine wesentliche singuläre Stelle. Denn es 
lässt sich F\x), wenn a irgend ein soleher Werth ist, für hinlänglich kleine 


'erthe von (a —a) zwar nae 'ANZEe tenze leser ıTÖSS 1 ine CON- 
Wertl | zwar nach ganzen Potenzen dieser Grösse in eine con 


*) Abhandlungen der Berliner Akademie aus dem Jahre 1876. 
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vergirende heihe entwickeln, in derselben kommen aber Glieder mit 
negativen Exponenten in unendlicher Anzahl vor.) Wenn es sich also 
darum handelt, die Ziowvillesche Theorie der doppelt periodischen Funetionen 
einer Veränderlichen auf 2r-fach periodische Funectionen von r Veränder- 
lichen auszudehnen, so ist von vorn herein klar, dass dies nur für Funetionen 
von besonderer Beschaffenheit möglich sein wird. 

Um mich im Folgenden kurz ausdrücken zu können, will ich, wenn 
U, -.. a, gleichzeitig betrachtete veränderliche Grössen sind, ein einzelnes 
Werthsystem derselben eine „Stelle im Gebiete der Grössen «,, ... @," nennen. 
Ferner soll, wenn (a,,...a,) eine bestimmte Stelle des Gebietes ist, die Ge- 
sammtheit der Stellen («,, ... z,), für die jede der Differenzen (w,—a,), ... (u,—a, 
ihrem absoluten Betrage nach kleiner als eine gegebene Grösse Öd ist, die 
„Umgebung (d) der Stelle (a,, ... a,)“ heissen. (Dabei setze ich fest, dass 
der Formel «—a in dem Falle, wo a=& ist, die Bedeutung . gegeben werde. 
Dies festgestellt, gebe ich nun folgende Definitionen: 

Ich sage von einer eindeutigen Funetion fia,, ... @,), sie verhalte 
sich an einer bestimmten Stelle (a,,...a,) regulär, wenn sie in einer ge- 
wissen Umgebung dieser Stelle durch eine Reihe von der Form 


VY, ... V —=()..%x) 


r 


f = \v, f FR \’r 
ZA, ,.», ‚u, a,) ... U, a.) y 


dargestellt werden kann, wo v,, ... v, ganze Zahlen bezeichnen und unter 
den Coefficienten A, , von %, ... u, unabhängige Grössen zu verstehen 
sind. (Ich gebrauche für eine solche Reihe die Bezeichnung 
(1, —a, ... u—a,) oder auch Pu, ... 4a, ... @,) 

in Fällen, wo nur die Form der Reihe hervorgehoben werden soll und es 
auf die Werthe ihrer Coeffieienten nicht ankommt.) 
bilden ein 2r-fach ausgedehntes Continuum, das nothwendig begrenzt ist: 
jede an der Grenze desselben liegende Stelle nenne ich eine singuläre 
Stelle für die betrachtete Function. 

Ist (a,,...a,) eine solche singuläre Stelle, so kann möglicherweise 


Die Stellen, an denen eine Function f(w,,...%,) sich regulär verhält, 


J 


f(u,,...a,) durch Multiplication mit einer Potenzreihe 

Ba —aı, ... u.—q,), 
die für „=a,,... a,=a, den Werth Null hat, in eine an der Stelle 
(@,,...a,) regulär sich verhaltende Function verwandelt werden, so dass 


5 
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sich f(a,, ... #,) für alle einer gewissen Umgebung der in Rede stehenden 
Stelle angehörigen Werthsysteme (a, ... 4,) in der Form 


Ba, — a, +. U @) 


B,(u, — a}, ... u, -— a;) 
darstellen lässt. In diesem Falle nenne ich (a,,...a,) eine ausserwesentliche, 
in jedem anderen Falle eine wesentliche singuläre Stelle. 

Es giebt aber, wenn r>1, zwei wohl von einander zu unterscheidende 
Arten ausserwesentlicher singulärer Stellen. 

Man kann, wenn (a,,...a,) irgend eine solche Stelle ist, f(w.,... %,) 
in der angegebenen Form stets so darstellen, dass B,(w, —ay,... u,—a,) und 
B,(#,—@,,...a,—a,) nicht beide durch eine dritte, für „=@a,...u,=a, 
verschwindende Function Ba, —a,,...#,—a,) theilbar sind. Wenn dann 
Ba, —a,,...0,—a;,) für , =a,,... u=a, nicht verschwindet, so ist für 
alle einer unendlich kleinen Umgebung der Stelle (a,,...a,) angehörigen 
Werthsysteme («,,... a,) der Werth von f(a,... a,) unendlich gross, und daher 


fü, ... 4)=» fr ms =0,..6=4, 


Ist dagegen B, (u. —a,,...u.—a,)=0 für =M, ... =a,, so lässt sich 
zeigen, dass es in jeder noch so kleinen Umgebung der Stelle (a,,...«,) 
Werthsysteme (a,,...a,) giebt, für die f(w,, ... «) einen beliebig vorge- 
schriebenen Werth erhält, so dass an der Stelle (a,,...a,) selbst die Function 
keinen bestimmten Werth hat. 

Hierzu ist noch Folgendes zu bemerken. Die Gesammtheit der 
Stellen, an denen sich f(a,,...«,) wie eine rationale Function verhält — 
d. h. die Gesammtheit der nicht singulären und der ausserwesentlichen 
singulären Stellen — ist ein 2r-fach ausgedehntes Continuum, dessen Be- 
srenzung die wesentlichen singulären Stellen bilden. 

Ist (a,,...a,) irgend eine bestimmte Stelle im Innern dieses Con- 
tinuums, und hat f(a,, ... a,) einen bestimmten endlichen Werth, so verhält 
sich f(a,... a,) in einer bestimmten Umgebung der Stelle (a,,...a,) überall 
regulär. 

Ist fla, ...a,)= x, so giebt es in jeder Umgebung von (a,,... a,), 
die keine singuläre Stelle der Funetion 

1 
fu, ».- %) 
enthält, wenn r>>1 ist, unendlich viele, eine (2r--2)-fache Mannig- 
faltigkeit bildende Stellen, an denen die Funetion f(w,, ... ,) den Werth & 
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hat, während sie sich an allen übrigen Stellen des genannten Bereichs 
regulär verhält. 

Hat endlich f(a, ... #) für „=a,, ... u=a, keinen bestimmten 
Werth, so giebt es in jeder noch so kleinen Umgebung der Stelle (a,,... a, 
nicht nur unendlich viele andere ausserwesentliche singuläre Stellen, an 
denen die Function f(w,,... a.) den Werth oo hat, sondern auch, wenn 
r>2 ist, unendlich viele Stellen, an denen sie unbestimmt ist; die ersteren 
bilden eine (2r—2)-fache, die letzteren eine (2r—4)-fache Mannigfaltigkeit. 

Ich knüpfe hieran sogleich die Aussage eines fundamentalen Satzes, 
von dem ich später Gebrauch machen werde. 

„Fine eindeutige Funetion f(w,, ... #,), für die im ganzen Gebiete 
der Veränderlichen %, ... a, keine wesentliche singuläre Stelle existirt, ist 
nothwendig eine rationale Function.“ 

Für Funetionen einer Veränderlichen habe ich diesen Satz in der 
vorhin genannten Abhandlung bewiesen; für Funetionen von beliebig vielen 
Veränderlichen ist derselbe aber keineswegs so einfach zu begründen, wie 
es auf den ersten Blick scheint. 

Endlich will ich noch Eins erwähnen. Wird aus dem Gebiete von 
r complexen Veränderlichen #,, ... «, auf irgend eine Weise ein 2r-fach 
ausgedehntes Continuum ausgeschieden, so lassen sich stets eindeutige 
Funetionen von %,, ... a, bestimmen, welche sich an allen Stellen im 
Innern dieses Continuums, aber an keiner Stelle seiner Begrenzung wie 
rationale Functionen verhalten. Es treten also die wesentlichen singulären 
Stellen einer eindeutigen Function von r Veränderlichen nicht nothwendig 
vereinzelt auf, sondern es kann vielmehr jedes im Gebiete von r complexen 
Grössen mögliche Gebilde der Ort solcher Stellen sein. 

Nach diesen Vorbemerkungen, auf die ich mich mehrfach werde 
beziehen müssen, setze ich nun fest, dass überall, wo im Folgenden von 
einer 2r-fach periodischen Function von r Veränderlichen die Rede sein 
wird, darunter nicht nur eine eindeutige Funetion verstanden, sondern auch 
angenommen werden soll, dass für dieselbe im Endlichen eine wesentliche 
singuläre Stelle nicht existire. 


Dies vorausgesetzt kann man zunächst beweisen, dass einer beliebigen 
2r-fach periodischen Funetion f} (w,, ... #,) auf mannigfaltige Weise (r—1 
andere: 


fi %, ... %,), * D . 5 ‚u, .0.». U, , 
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fi (a. ... @,) angehören, sich so adjungiren lassen, dass die Functional- 
Determinante 


of, of 
Er 
A, of; 


y wer 
I Ki 
4 iz u, | 
nicht für beliebige Werthe von %,, ... «a, verschwindet, die Functionen 
fi» fi, --. f, also von einander unabhängig sind. Bei den in Betreff der 
Function fi gemachten Annahmen ist — wie ich in der Abhandlung: „Neuer 
Beweis eines Hauptsatzes der Theorie der periodischen Funetionen mehrerer 
Veränderlichen“ (Monatsbericht vom Jahre 1876, S. 687) gezeigt habe. die 

Determinante 


=. 


Q) 





Of, (U, +. Ur) Of, (U, ++ Ur) | 
| ou, RE ou, | 
| Au ur) fa, ++ Wr) | 
| ou‘ ’ Be ou, 

fun, u) fun, ur) | 

Our) Kl ala uf | 


nicht für beliebige Werthe der Grössen ,, ... %,, Un. by. ul)... ul 
! 


gleich Null. Setzt man also, unter ©, ... &, +... CD, 2... eV von U, ... 4, 
unabhängige Grössen verstehend, 


Wut, unten, (a=l...r) 


so kann man den Grössen c,, .. . e(”” solche Werthe geben, dass die 
Determinante 


RACHEN? FRCHESER.? 
ae ER ou, 


of, (u, te, yon u,+ Cr) of ‚(u vr c\ on u,+C,) 


ou, ae? ou, | 


1; 





« 


| | 

a ö -1 | 
| AH N, Alu tet=d, ... ut”) | 
i ou ’ . . ” ou, 


1 











nicht bei beliebigen Werthen von ,, ... a, verschwindet. Nimmt man dann 
| | | BE Br 
Ru. ...%) = fı(u + C,...%+ 6), 2. U...) efluntreh", ...u+ et"), 





welche — nach der oben gegebenen Definition — derselben Klasse wie 
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so haben die Funetionen fi, fi, --. f; alle dieselben Periodensysteme, und 
ihre Functionaldeterminante ist nicht für beliebige Werthsysteme («,,... %,) 
gleich Null. 
Es sei nun 
Bi, Are, 2 in) 


irgend ein System von r derselben Klasse angehörigen und von einander 


unabhängigen 2r-fach periodischen Functionen, so gilt für dasselbe zunächst 
der folgende Satz: Nimmt man zwischen den Grössen ,, .... a, und r anderen 
Veränderlichen s,, ... s, die r Gleichungen an: 


Bann: Aue), .:.: An. )=s, 
so entsprechen jedem Werthsysteme der Grössen s,, &, ... s, im Allge- 


meinen, d. h. wenn von gewissen partieulären Werthsystemen (s, , 82, ... 8,), 
die nur eine (2r—2)-fache Mannigfaltigkeit bilden, abgesehen wird — 
unendlich viele Stellen (z,,...«,), die weder zu den singulären Stellen der 
Funetionen fi, fa, -.. f; gehören, noch zu denen, für welche die Functional- 
determinante von fi, fa, ... f, verschwindet. Denkt man sich aber die zu einem 
Werthsysteme (s,, 8, ... s,) gehörigen Stellen (x, .... #,) in der Art in Gruppen 
vertheilt, dass je zwei Stellen (w,....%,), (%,....a,) in derselben oder in ver- 
schiedenen Gruppen sich finden, jenachdem die Differenzen «, — u, ... u, — u, 
ein Periodensystem der Functionen f bilden oder nicht; so ist die Zahl dieser 
Gruppen endlich und hat für jedes Werthsystem (s,, 8, ... s,) denselben 
Werth, der mit m bezeichnet werden möge. Die so definirte Zahl nenne 
ich den Grad des Functionensystems fi, fix --: fı- 

Aus diesem Satze ergeben sich sodann die nachstehenden T'heoreme. 

„Ist f(a,,...%,) irgend eine 2r-fach periodische Funetion, unter deren 
Periodensystemen sich auch alle Periodensysteme der Funetionen fi, fi, ».- f, 
finden, so besteht zwischen f und fi, fi, --. f, eine irreduetible Gleichung, 
deren Grad in Beziehung auf f gleich m oder ein Theiler von m ist.“ 

„Unter den 2r-fach periodischen Funetionen der Klasse, zu welcher 
fi, fa, --. f, gehören, giebt es unzählige, die mit fi, fi, --. f, durch eine 
irreduetible Gleichung mten Grades zusammenhangen; ist f,,, irgend eine der- 
selben, so lässt sich jede Funetion f(w,,...”,) von der im vorstehenden 
Satze angegebenen Beschaffenheit rational dureh die (r+1) Funetionen 
er 2 br Gr nein" 


Zu der Klasse der Funetionen fi, fi. f,., gehören auch alle 
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Ableitungen derselben. Setzt man also 


f ._ R‘fı, fr, ... fr+1); 


so hat man auch 





Ö Ä e) 
= =R,(f,, fr; ... fr+1); Be Pi =R,(f, fr; u. fr+1); 


wo R, R,,... R, rationale Funetionen von fi, fi, --- f;ı bezeichnen. 
Aus diesen (r+1) Gleichungen und der zwischen f,,, und fi. fi» --- fr 
bestehenden Gleichung kann man fi, fi, --- fr; eliminiren, und erhält 
dabei im Allgemeinen zugleich diese Grössen rational durch die Funetionen 
„A. 
a  ° 
angeführte Theorem. Ich habe aber nicht untersucht, welcher Beschränkung 
der Ausdruck R(fi, fi, --- f+.) unterworfen werden muss, damit sich 


ausgedrückt. So ergiebt sich das im Anfange meines Briefes 


En a Ö of a 
fi» » --- f.ı wirklich rational durch f und = ee = ausdrücken 


1 
lassen. Ich habe deswegen die ursprüngliche Fassung des in Rede stehen- 
den T’heorems etwas modificiren müssen. 

Von den vorstehenden Sätzen ist der erste, wodurch der Begriff des 
Grades eines Systems von r derselben Klasse angehörigen und von einander 
unabhängigen 2r-fach periodischen Funetionen festgestellt wird, am 
schwierigsten zu beweisen. Dies hat seinen Grund hauptsächlich in dem 
Umstande, dass immer, sobald r >1 ist, im Gebiet der Grössen %,, ... 4, 
singuläre Stellen existiren, an denen die Funectionen fi, fi, - - - f,, zum 
Theil oder alle unbestimmt sind. Wenn Du mir gestattest, in meinen Mit- 
theilungen fortzufahren, so werde ich Dir in einem folgenden Briefe den — 
allerdings nicht gar kurzen — Weg beschreiben, auf dem ich zu einem, wie 
ich glaube, völlig strengen Beweise der aufgestellten Sätze gelangt bin, 
und der mich dann schliesslich auch zu dem Ziele geführt hat, das ich 
bei meinen Untersuchungen über die hier betrachteten 2r-fach periodischen 
Funetionen von r Veränderlichen von Anfang an im Auge hatte — den 
Nachweis nämlich, dass jede solche Function sich durch eine ©- Function von 
r Argumenten ausdrücken lässt. 


Berlin, den 5. November 1879. 
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Sur l'integration de l’equation differentielle de Lame. 


(Extrait d’une lettre adressee & M. E. Heine par M. Ch. Hermite.) 


Je viens repondre A la question que vous avez bien voulu m’adresser 
| en me demandant comment l'integrale de l’equation de Lame: 
D:y = [n(n+1)k’sn’S+hly, 
peut se deduire dans le cas limite du module egal a l’unite, de la solution 
que jai donnee au moyen des fonetions elliptiques. Cette solution eomme 
vous savez est representee par la formule: 

y = CFiS)+OF(-S), 
ou F(£) est une fonetion doublement periodique de seconde espece; il siagit 


/ 





done si l’on introduit comme il convient de le faire, la variable x = sns, 
de voir quelle transformation analytique se trouve amenede par la supposition 
de k=1. Üest cette recherche que je vais faire, mais en me placant & 
un point de vue moins partieulier et en considerant en general les fonetions 





uniformes possedant la propriete caracteristique de F'S), A savoir: 
| = aF($), 
F(£+2iK') = w'F(8), 
x ' » E. 2 \ ‘ 5 
ou w et «’ sont des faeteurs constants. Voiei A cet effet l’expression de 


" 
VW 
—- 
IV 
= 


F(£) dont il faut faire usage. 
Je considere la quantite D:logF(s) qui est une fonetion doublement 


(d periodique de premiere espece "ayant pour pöles les racines des deux 
equations: F($)=V et Fe)” 0. Si l’on nomme, d’une part a, &, ... @, 
. et de l’autre P,, Pr, --- P,, eelles de ces racines qui sont dans l'interieur 


du reetangle des periodes, la decomposition en @lements simples donne la 
formule suivante: 


| _ H(&-«,) 


\ H(&E—a, H'(E—«,) 
D:logF\is) ( @,) l’(£ &„) 


HE-a,) ! He-a,) T" T Ye-a, 

WE—A) _WE-A) HE); 
H(£ —-P,) H(&—ß,) R&—-P. 
Heft 1. 2 


Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. 
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4, etant une constante. Cela etant, je remarque d’abord que les quantites 
« et ? sont en m&me nombre et qu'il faut faire m=n, car la somme des 
residus de la fonetion envisagee qui est nulle, est pr&ecisement la difference 
m—n. L/integration conduit ensuite immediatement & cette expression ol 
),., est une nouvelle eonstante: 


_ H ($—@,)H($—a,)...H&—a,) DE+A, 
F(6) = ge-A)HE-B,). HER) ° 


et on verifie en effet bien facilement qu’on a les conditions: 


F(5+2K) = uF(), 
F($+2iK') = wWF($) 


les multiplieateurs ayant pour valeurs: 


m e’t4H 


I — +2JiK 


u = € 


si ’on pose pour abreger: 
o= +++, Ar — PP, 


Ce resultat obtenu, quelques remarques sont necessaires avant d’introduire 


comme il s’agit de le faire U’hypothese de k=1. 
_. K' 
J’observe quwalors le rapport des periodes K devenant nul on a 


4 
i RES [} ’ , » . 

q=e *=1, les series qui representent les fonctions ©, H ete. sont par 
cons@equent divergentes. Mais les fonctions de M. Weierstrass, definies 
par les &quations: 

. 
e K (2) 

0%) ° 

Je 
e ?ZH() 

m) 


Ix* 


’ e 2771 x 
Ana) - a, 


Allz) = 


Alla), = 


Jz? 
e KO 
A l (x ) ;_ = - © (0) (=) 


ont dans ce cas des limites entierement determindes, & savoir: 











Pe 2 ee Kiuaitere a 
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x? 


Allz) = e 'cosiz, 


A 
- 7 sınız 
Alla), = e ’—, 
„ee 
Ale, =e:, 
_® 
Al(z); = e . 


| Or on trouve aisement que le rapport des quantites infinies J et K est 
l’unit€E pour k=1. La serie connue: 


K = (I4H4K’4 log 41h? 


donne en effet: 
1 
k’ 


a a a ae an A 


we 


en n’eerivant pas les termes qui s’annulent avee 4, de sorte que l’on a: 
KD,K=-—1 pour k=]1. Cela £tant, il suffit d’employer cette relation: 

| J= K’K—kk"”D,K, 

| ou encore: 

J= KEK+KKD,.K, 





d’otı l’on tire: 


J k’k'D.K 

d — k’-+ F vr en. 

K k 

. » b) J , 4 . , 

pour voir en effet qu’on a: x — 1; en supposant le module egal & l’unite. 
Nous avons done les formules suivantes, qu'il fallait obtenir, A savoir: 

(x) 
ER 

(0) cosir, 

H(x) _ sinie 

Ho) 





H,(2) _ 9,2) 
4,0) 6,0) 


| Elles montrent qu'on peut Ecrire: 
N H&—e) _ sini(&—a) 
H&—P)  sini(&— 2)’ 
et c'est de la que nous allons facilement conelure l’expression de F(2). 
En effet, la relation x = sn, donnant pour k=1: 


je 


Ba ae 


ne a sing <= 
a 3“ 2 i y1— 2° 


2” 
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on voit que si l’on pose semblablement: 
=sno, b=snß, 
on aura: 








sini(&—a) _ ee c— a 


sini(&—ß) 1—a’ sb 
Maintenant il n’y a plus qu’& employer l’expression de e’ en x, A savoir: 
£ 1+z 
ie 1— x’ 


pour obtenir la formule: 





£ (2 Dh... er — @,).- (2 >. a) 1Hay 
Fo = Ce) I 


ou C est un facteur constant. Üe re&sultat fait bien ressortir la difference 
caracteristique de nature entre les deux genres de fonctions doublement 
periodiques de premiere et de seconde espece. Les unes s’exprimant sous 
forme rationnelle en sn$, en& et dnä, on obtient simplement si l’on suppose 


k—=1, une fonction rationnelle de e=sn& et de Yl—x’, tandis que les autres 
f 


en, 


en ' . 1 . 
sont le produit d’une fonetion rationnelle par le facteur (ie -  Enfin 


on doit remarquer le cas partieulier important qui s’offre, lorsqu’un pöle 


' 1 
a pour valeur iÄ'. L’equation: cosiß = An] montre alors que K' 
} — 

‚ st . } . 
devenant egal & ce lorsque k=1, le cosinus s’annule, de sorte que 5b doit 
A a en , . . » u ” . .,?, H(E— @) s . 
tre suppose infini. La forme analytique de la quantite HEZH modifie 

. N LE — Aa , £ A 
done, elle devient: en, et de la resulte qu’en supposant tous les pöles 
Ä . 
de F($5) egaux A iK', on aura: 
A 
1, / / \ \ 1 Mn 
FiS) = Cix-a)(c—a;)...(2— a,) =) 


("est preeisement la eirconstance qui se pr&sente dans l'integrale de l’&quation: 
D:y=/[n(n+1)ksm’ä+hly, ol la fonetion F(£) a pour seul pöle =iäK', 
avec l’ordre de multiplieite ». Nous en concluons que la transformee 
obtenue en posant 2 = snS$: 

("1 D,y+2(@—e)D.y = [nn+1l)e’+hly, 
a pour integrale generale: " 


vo] m 





y = c(+2) Me)+Cc(IZ®) I(-2) 


iF= 





















\w 


Ir 2 


Ih 





" ie 
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IT(x) designant un polynöme entier en x du degre n, et A une constante. 
Mais nous n’avons ainsi que la forme de la solution, et il reste A obtenir 
la constante A et le polynöme /T(x). Je ferai cette recherche non seulement 
pour l’eEquation de Lame, mais en considerant en m@me temps la suivante: 
k’sn&en& 
D:y+2(n+1) ur m Dy+tay =V\, 
dont la solution donnee par M. Picard (Comptes Rendus 14 juillet 1879), 
est encore: 
y = CFiöÖ)+UOF(-2), 
si l’on designe par F(£) une fonetion doublement pe£riodique de seconde 
espece, n’ayant de pöle que S=iKH'. Sans doute les deux &quations sont 
des cas partieuliers d’une autre plus generale, dont l’integrale serait de m@me 
nature, aussi et dans cette prevision, je considererai celle-ei: 
(2-1) D:y+2v +1) (8 —-2)D,y = [(n—rv)(n+rv+1)(@—1)+#— v?]y, 


ou il suffit en effet, de supposer successivement: v=0, "’=_n(n+1)+h, 


puis v=—(n+1), = (n+1)’—a, pour obtenir celles que j’ai en vue. 
Or on parvient aisement A la solution. en posant: 
a ir 
y = (+1) (z-1l) '3; 


nous trouvons en effet par la substitution, cette &quation tres simple: 
(@—1)D,2+2(2—-4)D,z—n(n+1l)z = 0. 
Elle s’est offerte dans le beau travail de M. Laguerre, sur l’approximation 
des fonetions d’une variable au moyen des fonctions rationnelles, qui a paru 
dans le Bulletin de la Societ€E Mathematique de France (T. V. p. 78), et 
nous savons ainsi qu’elle admet pour solution un polynöme entier //(x) de 
degre n. Si l’on se rappelle maintenant que l’expression generale: 
3 = (2-1) (2e+1)* De [(2- 1)" (2 +1)"tP) 
donne l’Equation: 
(2 —1) Diz+[e(e+1)+P(ze-1)]D,z—n(n+a+ß-+1)z = 0, 
nous en coneluons facilement qu’on peut &crire: 
II) = (E) Dile-1) (e+1)""].. 
c+1 
Uela etant, comme l’&quation differentielle ne change pas quand on change 


z en —z, une premiere solution en donne une autre, et l’on obtient par 
suite pour liintegrale generale: 
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A+rv kV ,+rV 


C(e+1)? (e-1) * OHa)+C(2-1)? (+1) ° a), 


ou plus BRREROON: 
2 2 


1\? 
174 = cl IKa)+C (277) M-a) 


Ce resultat fait bien voir qu’en supposant la constante » egale A zero, ou 
a un nombre entier negatif, la valeur de y appartient & l’expression limite 
des fonetions doublement periodiques de seconde espece, lorsqu’elles ont pour 
seul pöle sK”. 
Pour v=0, d’abord, nous avons immediatement sous la forme prevue 
lintegrale de l’&quation de Lame. 
Faisons ensuite successivement: v = — 2m, v = —(2m-+-1), et posons: 
T,(2) = (ze’—-1)"/I(e), 
II,(z) = (e+1)”" (2 —-1)"''/I(e), 
de sorte que /],(z) et /T,(z) soient des polynömes entiers de degre n—rv, 
on aura en premier lieu: 
- 


_ ect)" Ma+cli) oa), 


puis: 
in nn 


v= ce) mw@+el&)" ma) 


ces formules, si l’on prend en partieulier v = —(r+1), donnent la solution 
de l’equation consideree par M. Picard. Un dernier point qui est important 
me reste & traiter: je vais rechercher dans quels cas les deux solutions par- 
tieulieres dont une se tire de l’autre par le changement de x en —x, ont 
un rapport constant, de sorte que la formule ne represente plus lintegrale 
generale. Designons par g une constante et Posons: 


> 
> 


(a+1)' II(<) = = 9 (27) N-a), 


2 —1 
on en deduit: 
(2355 BE (u 
z_1/ 79 II(«) 
Cette relation montre que la fraction rationnelle du second membre dont 
les termes sont des polynömes du degre x», ne pourra €tre identique & la 


foncetion (= e 4 qu’autant que cette fonetion sera elle-m&me rationnelle, ce 











Se 




















En Haan 
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qui n’arrivera qu’en supposant A entier et non superieur a n. ‚Jajoute que 


cette condition qui est necessaire est en m@me temps suffisante. En prenant 
en effet pour 4 un nombre entier ö au plus &gal A », on a si l’on designe 
par X, le polynöme de Legendre: 
II(z) = 2".1.2...(n—i).2—-1)'D.X,, 

’ I(—x) = (—2)".1.2...(n-i).(c+1\D,X, 
de sorte quw’en supprimant le faeteur D,X, commun aux deux termes, la 
fraetion devient identiquement ea 3 Vous avez donne dans votre ouvrage 
sur la theorie des fonetions spheriques, pour ces valeurs de A qui sont la serie 
des nombres entiers A=(, 1, 2, .... n, les expressions analytiques que ma 
formule cesse alors de repr&senter, et les beaux re&sultats auxquels vous 
etes depuis longtemps parvenu sur ce point, contiennent la solution com- 
plete de la question qu’a votre demande bienveillante j’ai essay& de traiter. 

Qu’il me soit permis, Monsieur, de vous offrir en temoignage de la 
plus haute estime et d’une affeetion bien sincere ’hommage de ces recherches 
qui ont &t& aidees de vos conseils et que vous avez encouragees par un 
inter&t dont je vous suis profondement reconnaissant. 


Paris. 11 novembre 1879. 


Postseriptum. 
La solution complete de Arge 
g-0 D,y+2(v+1)(z’-z)D,y = (nv) (n+v+1) (e’—1)+4’—v’]y, 
peut encore &tre obtenue comme il suit dans les cas singuliers. J’introduis 


la fonetion: 
z-+1 \* “ 
$(x,k) = (— ) I@-(-1) II(— x), 


qui s’annule RR pour 4=i, et j’eeris ainsi l’expression de y 


Y 44? / —1 2 R 
ED: y- = c(—) IKa)+C (4) (x, A). 


Cela etant, il suffit en employant la methode de d’Alembert de poser 
,=i+8 e =C,, et de faire & ragen petit Be obtenir: 


(1)? y _ (tt) IK)+0(7, 2 D,b(« 
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i devant &tre pris egal & ö apres la differentiation. Si nous designons dans 
cette hypothese D,I/T(x) par /T,(z), on trouve la formule: 


D,&(z,4) = Kara, . x).log er +) N) — (NV I,(-e). 
ou le coeffiecient du logarithme au moyen de la relation importante 
1 n n—i n-+i 
ED Gn(e A) Dile-1y(e+D"] 
1 


= m. ee N", 


pour les valeurs 0, 1, 2, ... » de ö se reduit au polynöme entier 
2".1.2...(na—i)(e—-1) DiX,. 


Soit par exemple »= 1, ce qui donne: 
Ä +1 \* 
I (x) =r—4i et P(z, ı)= (=) (A) E—, 
on aura Successivement vo. .=V0 eti=1: 
(2° — _1? y= Cı+C, [21082 —: | 


® 
Les seconds membres de ces €galites representent en supposant k=1, 
Vintegrale de l’equation de Lame, dans les cas otı il est possible d’y satis- 
faire par une fonetion doublement periodique de premiere espece, es cas 
sont donnes en prenant A=—1-—#, —1, —#, et nous avons les solutions 


correspondantes: . 
’ (8) I. 
+. 


LACHEN 
a] 
o() J-K ] 

“> 23 

Or la premiere conduit immediatement si l’on fait e=sn$, A l’expression 
que nous venons d’eerire pour 2=0, puisqu’on a: 


BD _ 1 2 yg te J 
. 


He&) x’ oO 1-2’ K 
Mais il nen est plus de m&me des deux autres qui se reduisent A leur pre- 
mier terme, et il est necessaire pour obtenir le resultat de changer de 
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constante en remplacant © par Pr Voiei alors, en eonsiderant la derniere 
ı 

par exemple, comment joopererai. Au moyen de l’expression de D,sns, 

que j’ai r&cemment demontree dans le n°. 13 du tome 96 des Astronomische 

Nachrichten, on peut &erire: 





dn& [>:® BEE In... 296 D,sn& 8 2 
kk’ LO (8) ie er u make 


J’observe ensuite qu’en developpant sn& suivant les puissances eroissantes 
de #, on a si l’on se borne aux deux premiers termes qui sont seuls 
necessaires *): 


ne 
ns = 7+r7 Ke—-1)s+2]+ 
et par consequent: 
2 k R R 
D,sns zn m 2 (z’—1)5+ c] +++. 


Nous en concluons la limite de l’expression eonsideree pour k= 1, sous la 
forme suivante: 
1 \ 
——[@'-D5+2]+V1-2'.$5 
2yl—r’ 
ou plus simplement: 
08 _ T / 7 1 z 2x 
Y1-2°.54+ —— = H Yi- 2’ log ı + —— |, 
2yil—r h >1i—z yi—z' 


| 


ww 


ainsi quiil fallait l’obtenir. 


*) Cette valeur se trouve en partant de l'equation differentielle 
D:sn& = en&dn& = en£[en’&+k'"sn’£],. 
En developpant suivant les puissances de A on en tire 
D:sn& = cen’& + 4ksn’&-+t--- 
dr 


Cela etant, je fais n& = z+K”y, oü z=sn£ pour k= |, de sorte que dE = wart 
z 


Je prends x au lieu de & pour variable independante, et il vient 
D,| «+ k’y\1—e°’) = 1-2’ +1" 2’ +... — U’ zy... 
On en conclut, pour determiner y, la condition 
D.yd— 2°) = —2ay+ jet, 
or lintegrale de cette equation, si Von determine la constante de maniere A avoir y — 0 
pour z=(), est 


a x dr 
4y == (2’— y/ u tz, 
J R, 


cest-a-dire: 
4y = (e—1)ö+e. 
Journal für Mathematik Bd. LÄXXXIX. Heft I. 
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Je viens d’obtenir l’equation plus generale dont j’avais presume 
l’existence: 


Dy+2@+1)* a D.y = [n-v)(ntr+l)k n’s+h]y, 


qui a pour solution 
y= CFÜ)+ÜOF(-S). 
F(z) etant, comme pour l’equation de Lame, une fonetion uniforme, double- 
ment periodique de seconde espece, avec le seul pöle <=:iK’. Mais elle 
n’est pas seule, et les deux qui suivent: 
D:y+2(v +1) ID — [(n—-r)(n+r+1)ksn’S+hly, 


u 


en&dn& ’ 


D:y—2(r-+J1) 2 D:y = |(n—v)(n+r+1)k’sn’5+hly, 


ont une solution de m&me forme. On doit supposer dans ces trois equations 
que v est un nombre entier positif pouvant @tre nul, et » un entier au 
moins egal A v. 


Paris, novembre 1879. 
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Einige Anwendungen der Residuenrechnung 
von Cauchy. 


(Von Herrn E. Heine in Halle a. >.) 


Das Folgende enthält einige Untersuchungen, welche hier wegen 
der Gemeinsamkeit der Methode zusammengestellt wurden. Sie beruhen näm- 
lich sämmtlich auf den einfachsten Sätzen von Cauchy über die Integration 
auf imaginärem Wege. 


I. Ueber Eulersche Integrale. 
$. 1. In diesem Paragraphen wird eine Funetion, welche wir durch 
G(a) bezeichnen, für alle Werthe von a definirt: 
@.) Wenn a eine complexe Zahl mit positivem reellen Theile be- 
zeichnet, so setze man 


nn 1 
Y aa => 55 a 1 a - 
(1.) a) = / A G(a) 


0 
Die Integration geschieht auf reellem Wege, und die vorkommenden Po- 
tenzen sind hier, ebenso wie unten, die sogenannten Hauptpotenzen. Haupt- 
potenz 3“, wenn z nicht eine negative reelle Zahl bedeutet, heisst die Ex- 
ponentialreihe für e“*’, wenn man dem natürlichen Logarithmus logz einen 
imaginären Theil giebt, welcher zwischen —zi und x; liegt. 

Man beweist leicht, dass nach dieser Definition die Gleichung besteht 

(2) G(a) = aG(a-+1). 

P.) Die Fortsetzung der Function G@(a) für solehe Werthe von a. 
deren reeller Theil nicht positiv ist, wird durch die fernere Festsetzung 
gegeben, dass (2.) für alle a bestehen soll (z. B. für a = 0 wird 
GW) =0.G(1)= 0). 

$.2. Die Function @(a) erfüllt die Gleiehung 


(3.)  nG(a)G(l1-a) = sinan. 


3% 
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So lange der reelle Theil von « positiv und kleiner als 1 ist, be- 

weist man dieselbe durch die bekannten Methoden, deren man sich in dem 

gleichen Falle bedient, wenn ausserdem a reell ist. Wird im besonderen 

Falle a=1+gi, so findet (3.) für qg= 0 offenbar statt; wenn aber q von 

Null verschieden war, so beweise man statt (3.) zuerst die Gleichung 
nG(l+q)G(1-gi) = = | 

aus der sich dann (3.), vermittelst (2.), sofort ergiebt. Die vorstehende 

(Gleichung folgt aber aus der durch Multiplieation der Integrale für die /' 

entstehenden 

yqrı 


PA+g)I(l-gi) = 


singni 


Da nunmehr (3.) für alle Zahlen a bewiesen ist, deren reeller Theil 
über O0 und nieht über 1 liegt, so besteht diese Gleichung, nach (2.),_ für 
jedes a. 

$.3. Die in $. 1 definirte Function G(a) lässt sich für jeden Werth 
von a durch das Integral ausdrücken 


(4) Ga) = Im; je: “da. 


Um den Integrationsweg anzugeben, welcher hier vorgeschrieben 
wird, bezeichnen wir durch » das reell und positiv Unendliche; es wird 
nicht anstössig sein, von einem Punkte @+Pi zu reden, auch wenn « oder 
7 unendlich gross oder unendlich klein werden. Im letzten Falle bedienen 
wir uns der von Dirichlet eingeführten Bezeichnung, und setzen für das 
Unendlichkleine +0 oder —O, wenn wir nicht, der Deutlichkeit wegen, 
für unendlich klein werdende positive Zahlen einen besonderen Buchstaben 
‚, wählen. 

Die Integration in (4.) nach 3= z-+yi soll von dem Punkte —x — 0. 
bis — x -+0.: auf einem beliebigen Wege ausgeführt werden, nachdem man 
einen Querschnitt durch die Axe des negativ Reellen von O inel. zu —x 
geführt hat, — oder, mit anderen Worten, auf irgend einem Wege, welcher 
die negative Axe des Reellen und den Punkt © nicht trifft. 

ce.) Welchen von diesen Wegen man auch wählen mag, in dem 
ganzen Raume, in welchem integrirt wird, ist die Potenz 3”“ einwerthig, 
weil z nicht negativ reell wird, also ($. 1, «.) überall eine, durch den Ort z 
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völlig bestimmte Hauptpotenz existirt. 
für alle Wege der gleiche. 
P) Wegen (2.) reicht es aus, die Gleichung (4.) für solche «@ zu 


Daher ist der Werth des Integrales 


beweisen, deren reeller Theil kleiner als 1 und nicht negativ ist. Denn 
eine Integration durch Theile giebt 


fe: d3z = a fe a "da. 


y.) Zum Beweise von (4.) für diesen Fall nehme man das Integral 
über das äussere Ufer des Querschnitts, d.i. über die drei Geraden «3, 


ßy, yd, wo die Punkte @«, $, y, d so bestimmt werden (7 ist unendlich 
klein und positiv): 


a=—- Vi, PenrNi, yaıtli, de Hi. 


Man hat dann das Integral in (4.) in die Summe von drei Inteeralen zer- 
legt, nämlich von 


N 4 . > di . ii . 
/ ei (20.0) de, if et" (mt yi)dy, / et (Erd. "der. 
: 


—()i Y 
’ 


Das zweite derselben wird, wegen der unendlich nahen Grenzen — 0.i und 
0.: Null, da der reelle Theil von a unter 1 bleibt. Setzt man den Zahl- 
werth von x gleich r und macht 2+0.i resp. 2—0.i gleich r(eosp-+ising), 


so wird p unendlich nahe gleich z resp. — a: es ist ferner r von 2 — 0) 
bis —x gleich —xz, von 2=0 bis z=n aber unendlich klein. Die 


Summe des ersten und dritten Integrals wird daher 


ıL 
Zisinan e'r "de: 
hieraus folgt: 
sinar 


| B 
fe z “da = "’(ı1—a). 


2ni. ı 


und nach (3.), dass die rechte Seite durch @(a) zu ersetzen sei. Nach /.) 
ist (4.) hierdurch für alle « bewiesen. 

$.4. In diesem Paragraphen soll a eine Zahl mit positivem reellen 
Theile, 5 eine positive reelle Zahl vorstellen. Unter dieser Voraussetzung 
wird 


“ a ER : 2 & 
(9.) / e\styt) “dy —— 16) u, 


—& 
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Um diese bekannte*) Gleichung zu beweisen, wählt man in (4.) 
als Integrationsweg die geradlinigen Verbindungen folgender Punkte: 























Vi, - wm wi, -mi, Ste, -—o+tmi —-a+0.i. 


Setzt man ez”""=f(z), so ist das Integral auf der rechten Seite von (4.) 
die Summe der Integrale 


if M-x+ yady+ / fir— x.) dei fiE+yo)ay 


—() . 


+/ "fa+xödderif fx +yi)dy. 


Das erste und letzte Integral sind offenbar Null, wegen des negativ reellen 
Theiles von z in f(z); ebenso das zweite und vierte, weil 3°” wegen des 
unendlich grossen Modulus von z verschwindet. Es bleibt demnach übrig 


1 PR 
Ga) = In / fis+ye)dy, 
d. i. die Gleichung (2.). 
Eine andere Formel von Cauchy**), nämlich Formel 


(5*.) Se" @c+y) “dy = 0 


-2 


leitet man ab, indem man 
fi) = e 'z” 


nach 3 über das Rechteck mit den Eekpunkten 
g—-mw.i, Sams, Hmi x 


integrirt. Von den vier Integralen 


if FE yody, S fa+x.öde, if "fire + yidy, / fe-x.i)dr, 





deren Summe Null sein muss, sind offenbar die drei letzten Null, so dass 
man in Uebereinstimmung mit (5*.) findet 


S rs-yidy iR r 


Aus den Gleichungen (5.) findet man die Formel 


F2.. G(a) G@(b) Br f" EN NE ö a+b--2 Re 
ST Gar) — cos(a—b)Ycosp dy, i 





- 






*) Cauchy Exereices, ll. Annee, p. 146. 
*#) Exercices Il, 146. 
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in der die reellen Theile von a, b, und a+5b-—1 positiv sein müssen. Diese 
Formel lässt sich aber auch direct aus (4.), dureh Multiplieation der Inte- 
srale @(a) und @(b), in ähnlicher Art gewinnen, wie man die Formel 
IXa)IXb) ze y’'dy 
Tla+b) A--yjt’ 
abzuleiten pflegt. 
$. 5. Eine geeignete Wahl des Integrationsweges 3 in (4.) führt 
auch auf die Entwickelung von @(a) in eine Reihe, welche nach ganzen 
Potenzen von a aufsteigt und für jedes a convergirt”\. Man integrire, wie 
früher von —+0.: an, auf einer Geraden bis —1—0.i, von hier an auf 
der Peripherie eines Kreises mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkte 0 in 
positivem Sinne bis —1-+0., schliesslich von —1+40.: auf einer Geraden 
zu —x©+0.i. Die Summe des ersten und letzten Integrals, «etheilt durch 
2ni, ist wie das Verfahren in $. 3, unter 7.) zeigt 


m A. 
— uf Zu 7 
n 6 


Fügt man den Theil hinzu, welcher durch die Integration um den Einheits- 
kreis entsteht, so findet man 


n 


nG(a) = sinan / e*2 ’ da + f "e""cos[(1-a)0 - sin 0] d@. 


1 
Ohne Mühe entwickelt man die beiden Glieder in Potenzreihen; das erste 
ist gleich 
B>  B er ldog=— ni) (loge+ni)r]as 
n—ı) 2i1l(n) 1 u | di | | 


und das zweite 


% (— at)" FB 
ı y TE _ 9" g“os0 +i(# + sın$) dö. 
— 


Beide Reihen, deren Summe nG(a) giebt, sind für jedes a eonvergent. 


ll. Ueber Kegelfunctionen. 


Herr Mehler hat zur Behandlung von Aufgaben über das Potential 
eines Kegels Funetionen eingeführt, von denen er eine Reihe merkwürdiger, 


*) Man vergl. Weierstrass, Ueber die Theorie der analytischen Faeultäten, im 
1. Bd. dieses Journals $. 7. 
t 
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für ihre Verwendung wichtiger Transformationen*) entdeckt hat, die er 
durch verschiedene Hülfsmittel ableitet. Hier wird gezeigt, wie sich diese 
Umformungen ohne grosse Rechnung durch ein einheitliches Verfahren, 
nämlich durch die im vorhergehenden Abschnitt angewandte Methode von 
Cauchy ergeben. Diese gestattet auch die Umformung ähnlicher allgemeinerer 
Integrale, z. B. solcher, welehe Exponentialgrössen e ” der Veränderlichen 
z, nach welcher integrirt wird, enthalten. 
Die Kegelfunetion erster Art ist 
















1 m 4 ; 
(1) le) = ui (2+ e08p.Ya’—1) dp, 


er a ah at 1 rerke 


und zwar allgemein für jedes x. Sie ist also die Kugelfunction P (z), 
wenn man dem Index » den complexen Werth —4-+ ui, oder was nach 
Gleichung (6.) im Handbuch der Kugelfunetionen für positive x dasselbe 
ist, —4— ui ertheilt. Ich behandele hier ausschliesslich die Funetionen 
erster Art; Funetionen zweiter Art 4“ entstehen aus dem Integrale für 
K“) z. B. durch eine Aenderung der Grenzen, wie die Kugelfunctionen 
zweiter Art Q aus dem Integrale für P. Man vergl. H. d. K. Gleichung 
19 und 25. 


Setzt man 


Sa 


z-+cosp.VYa’—1 = e”, 4 
so verwandelt sich a P® (x) in i 


" ER (41a da { 
V2!(z— cosa‘i) | 


los(x -'"x?-ı) 








Der Quadratwurzel ist das gehörige Zeichen zu geben, ein solches, dass 








das Integral für a=0 gleich 7 wird. 
Führt man statt & Coordinaten r und # durch die Gleichung ein 
(H.d. K. 8. 40) 








P - 9 Ar % [2 
z = rcos®d+iVr'—1sin®, 





Ye’—1l = Ir—1ecosd+irsin6, 






so sind die Grenzen des Integrales die Punkte 


log(r + /r’—1)+i0, 







— [log (r+ Yr’—1) + 10), 





*#*) Man findet eine kurze Zusammenstellung von Resultaten, die Herr Mehler ge- 
wonnen hat, im Handbuch der Kugelfunectionen, I. Bd. $. 70. 











in 
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und als Integrationsweg für « darf die Gerade gewählt werden, welche 
diese Punkte verbindet, die also durch den Anfangspunkt geht. 

Von hier an behandeln wir ausschliesslich die Funetion & für ein 
solches x, welches reell und positiv ist. Man unterscheidet die beiden Fälle 
1.) 2>1. Man setze dann z = cos®i und findet daher 

P) (eos#i) = [ wann u 


Ma 5 2(ecosdi— cosei) 


2.) e<1l. Dann wird erhalten 
1 9 cos(n--H)ai 
(n)/p u —-_. 
P”’(c0s6) = = ff de. 


I Y2(e0s@— 6080) 


Diese Formeln gelten für jede Zahl »; setzt man a+4 = ui, so nimmt die 
durch (1.) definirte Funetion & die Formen an 
’ 2 0 cosu@ 
(2) RI leosti) = ind f En Mi; 
T « 


" Yeosdi— cosei 


, . 2 8 S s 
(2”.) Kr’ (e050) — ” [ ' u. u 
Tu YVeos@—cosd 


0 


$. 2. Aus diesen Ausdrücken findet man andere durch Cauchys 
Methode. 
1.) Die Transformation von (2.). 
Wir bilden 
coSus de; 


“  Veosh—coszi 


wenn in positivem Sinne um ein Rechteck ABCF integrirt wird, dessen 


Eekpunkte so bestimmt sind, dass man hat 


A=xH+ni, B=—-xH+ni, C=-x, F=x. 


Auf der Geraden CF, welche die Axe der X vorstellt. kommen noch die 


Punkte D= —® und E=9 in Betracht. Setzt man wieder 3= r-+yi, so 
sind die Punkte auf AB vonder Form z+tni: (-x<r<x), 
a ” ir BC » nn. nn "at ( O<g<a), 
Fu a „CD, DEundEF „ „ „ L; (- << ex), 
ee ei ” FA "ae er xH+tyi; ( 0<y<n). 


> 


monodrom, so dass das Integral über die Peripherie ABCFA, genauer über 


Innerhalb des Rechtecks ist die zu integrirende Function von 2 


das innere Ufer Null giebt. Man setze Yeos®#i—coszi auf AB gleich der 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 1. 4 
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Ufer nach der Continuität Madhen. Auf BC Biaae sie dann in B mit dem 
Werthe © und ihr Modulus bleibt auf BC unendlich. Auf CD wird sie 
iVeosi—cos6i, auf DE gleich Yeos@i—-coszi, auf EF gleich —iVeoszi—cos@i, 
schliesslich auf FA wird ihr Modulus unendlich. Es ist also 0 die Summe 
der Integrale 
















x Veosdi+coszi iVeoszi—cos 6i 


0 cogur 5 icosuxr 
| ee —d, | Ede; 


yecos di—coszi ycoszi—eos@i 


f u, eosu(e+ni) de, F% cosur ‚de, 



























die Integrale über BC und FA sind nämlich wegen des unendlichen Nenners 
gleich Null. Das zweite Integral hebt sich gegen das letzte, und man 
findet, dass das erste Integral negativ genommen gleich dem dritten sei. 
Drückt man dieses nach (2.) durch X aus, so ergiebt sich 


Baia ann ach alla agiln  Lne e 





2 ER cosur 
2 ’ Yeosdi--cosei 
Wenn man | 
sin uz 
Jz Ben. 
Veos di— coszi 
ähnlicher Art behandelt, so wird von den vier Integralen, welche den | 











obigen entsprechen, deren Summe Null sein muss, das dritte Null, während 
das zweite und dritte einander gleich sind. Da das erste nach (3.) wesentlich 
mit RP (eos#i) übereinstimmt, so hat man für diese Funetion den dritten 


EN Ze Ne Te 


Ten 


Ausdruck 


de 


(4.) KUI(cosHi) = = icotg uni f BERERN ...... ARE _ de. 


Veoszi—cosdi 





0 





2.) Die Transformation von (2*.). 
Um auch den Ausdruck (2*,) für sl un, 6) zu transformiren, bilde man 
: COSUz 
Si a 


) 6085—cos0 











wenn die Integration über das innere Ufer eines Rechtecks ADEFA aus- 
geführt wird, dessen Eekpunkte sind 
A=-—-n, D=n, E=n+xüi, F=—ntoii. 









Ausserdem kommen noch die Punkte B=-—# und C=# in Betracht. AD 


sei die Axe der X. Es haben dann 











3 
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die Punkte auf AB, BC, CD die Form zz; (-n<e<n), 

ie r Pr DE Mr ei + yi; ( d<y<oe), 

2 . 3 EF " „  ztm.,4; (an <e<n), 

e u. ze AF = „ —nH+yi; ( d<y<oa). 
Auf dem Stücke von z3= —9# bis z3=9 sei Veosz— e0s® die (reelle) Wurzel 


mit positivem Zeichen VYeosz—cos6; auf dem innern Ufer continuirlich 
fortgesetzt nimmt sie auf CD, AB, DE, AF die Werthe an resp. 


q ER a Kr . a . em ° 
-iVcos0—cosz, iVcosd—cosz, -iVcosd+ cosyi, iVcos®+ cosyi. 


Das ganze Integral, also 0, wird daher gleich der Summe der Integrale 


N) a7; ' 4 .— N x] - 
cosurtı cos urı cosurı 
fg, (eig, (ei a, 


,  Veosz—cos0 + —iYeosd— cos 7 iVeos0—ecosz 
Le . . 3 “() RN 2 Eu s 
i/ —— on nu dy, i/ nn a+yi) dy. 
: —iyeosd-+ cosyi x iyecosd-+cosyi 


Zieht man wie oben unter 1.) zusammen und berücksichtigt den 
Ausdruck von & unter (2*.), so erhält man 


vn en 2 fe cos 
(37%) RW (cos0) = = cos uni [| Ey _ dy. 


” Yeosd+ cosyi 
Aus (3.) und (3*.) geht hervor, dass man für jedes positive reelle 
x hat 
Br v2 .[* cos u@ 
KU) (2) = cos uni / ns —— do. 
r‚ 4 yx-+ cosei 


Sämmtliche Gleichungen (1.)—(4.) findet man bei Herrn Mehler. 


II. Die Interpolationsformel von Lagrange. 
Durch w(z) bezeichnen wir eine von 2e=-—1l bis 1 continuirliche 
gegebene Function; &,, &, ... %,,ı sind die Zahlen 


BR. BER. mn. HS 1 ee‘ 1 n—1 n 


n n n BR 0" u 


und man setze 


N(z) = (2-0,)(2—-%)...(T— 041), 


In+1 w(e,) 
) gY(2) = N(e) (@,) 
(@). g»ie) = Nie) 2 u. Na) 
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Für jede Abseisse « stimmt die Ordinate p(«) mit y(«) überein; ferner 
sind beide Curven ceontinuirlich. Häuft man die Abseissen immer mehr, 
lässt also » wachsen, so fällt eine immer grössere Anzahl von Punkten 
der Curve g mit solchen der Curve w zusammen. Dagegen folgt aus der 
Continuität beider Curven noch nicht, dass in den dazwischen liegenden 
Punkten die Differenz g(z)—w(z) immer kleiner wird, dass also, wie man 
häufig annimmt, g(z) ein Näherungswerth von w(z) sei. In der That ist 
die Meinung verbreitet, dass das Integral / "y(e) de, wenn man n hin- 
—1 


1 
reichend gross wählt, jede verlangte Annäherung an / v(z)dx erreicht. 
—! 


Dass 9— w beliebig klein bleibt, ist ohne besonderen Beweis nicht einmal 
in dem Falle klar, wenn w sich in eine convergente Reihe entwickeln 
lässt, die nach Potenzen von z aufsteigt. In der T'hat, ist g(z) die Summe 
der ersten Glieder der Reihe bis zu dem mit der 2nten Potenz von x multi- 
plieirten und oe(z) = w(r)—g(xz) der mit wachsendem rz beliebig klein 
werdende Rest, so wird (x) sich von der Function g(xz), die ein wirk- 
licher Näherungswerth von y(x) ist, noch um 


j ?n+1 o(@,) 
Nm) 2, @Za)Na,) 


unterscheiden. Es ist aber nicht bewiesen, dass dieser Ausdruck mit einer 
wachsenden Zahl 22r+1 von Gliedern beliebig klein wird, obgleich der 
Zähler o(«,) zu Null abnimmt. 

Mit Hülfe der Cauchyschen Residuenrechnung führen wir die Unter- 


suchung, ob p(z)—w(z) mit wachsendem », für alle Werthe von = —1 
bis 2=1, beliebig klein wird, und bringen dazu diese Differenz in die Form 
ut Be 
(b.) PIB)-PR) = Ve dz. 


Hier wird nach z über die Peripherie des Einheitskreises, d. i. des Kreises, 
dessen Mittelpunkt im Anfangspunkte liegt, und dessen Radius 1 ist, und 
zwar über das äussere Ufer integrirt (damit die Punkte +1 noch vom Kreise 
eingeschlossen bleiben). 

Die Anwendung der Cauchyschen Formel setzt aber voraus, dass 
w(z) eine eindeutige Function von 3 sei, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, wir nehmen zum Beweise an, dass w(x=) sich in eine convergente 
nach aufsteigenden Potenzen von x geordnete Reihe entwickeln lässt, welche 
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noch für einen, wenn auch beliebig wenig, über 1 hinaus liegenden 
Werth *) von x convergitt. 

Es bleibt nur noch übrig, zu zeigen, dass die rechte Seite von (b.) 
mit wachsendem » beliebig klein wird. Dies geschieht durch den Nach- 
weis, dass der Modulus von N (x), für alle Werthe -1<2<<1, dividirt 
durch den Modulus von N z), fir a=®» unter jeden Grad der Kleinheit 
herabsinkt, wenn z die Werthe r(cosp-+isinp) annimmt, wo r beliebig 
wenig über 1 liegt, und die Bogen OÖ bis 27 durchläuft. In dem Theile 
des Manuscripts zum II. Bande des Handbuchs der Kugelfunctionen, welcher 


bereits fertig vorliegt, weise ich nach, dass, wenn y eine Zahl unter 
bezeichnet, der erste Modulus kleiner sei als 
an” (1—-y)y(y+1)...(y+2n), 
der zweite grösser als 
na" Kr—1)a][(r—1)a+1][(r—1)n+2]...[(r—1)n+2n). 
Wie wenig auch r die Einheit überschreitet, von einem hinlänglich grossen 


n an wird (r—1)n eine Zahl 7 die grösser als 1 ist, also der Quotient des 
ersten Modulus dividirt durch ei zweiten kleiner als 


1.2...(2n +1) 


n.n+1...(n+?2n) ' 
d. i. Null für = x. 


Ich habe hier der Kürze halber angenommen, dass die Abseissen « 
eine arithmetische Reihe mit der Differenz 2 bilden. Das Verfahren ändert 
sich unwesentlich und man erhält dasselbe Resultat, wenn auch n(«,.,— «, 
nicht 1 für jedes r ist, sondern nur mit wachsendem » der Grenze 1 zustrebt. 
Dies ist z. B. der Fall, wenn man für die « die Wurzeln der Gleichung 
P”)’z)=0 setzt. Lasse ich aber die Wahl der « frei, setze nur fest, dass 
die « überall von —1 bis +1 sich mit wachsendem » und so häufen, dass 
@,,,—@, der Null zustrebt, so habe ich noch nicht bewiesen, dass der obige 


*) Würde man die Uebereinstimmung von p(x) und w(x) nicht für x = +1 fordern, 
also die Abseissen @, = —1, @2,;ı = 1 auslassen, so wäre die Convergenz der Reihe 
v(z) nur für © = ] vorauszusetzen. In seiner Methodus nova integralium valores 
p. app. inv. spricht sich Gauss am Schluss von No. 2 über diesen Gegenstand so aus: 
Quodsi itaque y, [d. i. bei uns w(z)| in seriem secundum potestates ipsius ! |d. i. bei 
uns z| evoluta, ante terminum qui implieat 1**' |d.i. z°”*'| omnino abrumpitur, eum Y 
(d.i. g(x)| identica erit: si vero saltem tam eito eonvergit, ut terminos sequentes 
spernere liceat, funetio Y |d. i. g(z)| inter limites = 0, t= 1... (d..z= —|l, z=|| 
ipsius y [d. i. w(e)) vice fungi poterit. 
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Werth von r {r nahe 1) genügt, sondern muss, um das Verschwinden des 
Integrals auf der rechten Seite von (b.) zu erweisen, vorläufig noch an- 
nehmen, dass die Convergenz der Reihe auch noch für grössere Werthe 
von z stattfindet. 

Unwesentlich war es, dass —1 und +1 und nicht allgemeine Buch- 
staben zu Grenzen genommen wurden, in welchen w(z) durch p(z) dar- 
gestellt werden sollte. In dem II. Bande des Handbuchs unter „Mechanische 
Quadratur“ wird man seiner Zeit Ausführlicheres finden. 


IV. Entwiekelung von Funectionen einer Veränderlichen in Reihen. 


$. 1. Die Aufgabe, irgend eine Function f($) in eine Fouriersche 
Reihe zu entwickeln, stellt die Forderung, man solle f(£) durch eine solche 
Reihe darstellen, die nach ganz bestimmten Funetionen, nämlich cos«& und 
sina$ so fortschreitet, dass « alle Werthe erhält, welche Wurzeln einer 
transcendenten Gleichung, nämlich von sine =0 sind. In seiner Wärme- 
theorie hat Fourier auch Aufgaben über ähnliche Entwickelungen zu lösen, 
Es soll das eine Mal f($) in eine nach Functionen sin«& fortschreitende 
Reihe entwickelt werden, wenn « die Wurzeln der transcendenten Gleichung 


@cosar+hsinar = 0 


durchläuft, wo A und r ÜConstanten vorstellen. Handelt es sich um die 
Wärmebewegung in einem Cylinder, so muss man f($) nach Cylinder- 
funetionen zweiter Ordnung J,(«5) entwickeln (Handbuch d. Kugelf. I. Bd. 
S. 238) wo « wiederum die Wurzeln einer transcendenten Gleichung durch- 
läuft, — bei einer Art von Aufgaben der Gleichung J,(ar) = 0, bei 
anderen von 

JS (ar)+hJlar) = 0. 
Bei der Wärmebewegung in einer Kugel muss man nach Cylinderfunctionen 
dritter Ordnung (Handb. I, 240) w,(«5) entwickeln, wenn « der Gleichung 
w,(ar)=0 oder 

ay,(ar)+hy,(ar) = 0 
genügt. 

In allen diesen Fällen handelt es sich also um die Entwickelung 
jeder Function f($) nach einer gegebenen Art von Funetionen #(«,5), welche 
einen Parameter « enthält, für den man alle Wurzeln einer gegebenen 
transcendenten Gleichung @(«) = 0 zu setzen hat. Beispiele solcher Func- 
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tionen 6(a,S&) sind nach dem Vorhergehenden cos«a$, sinas, J, (af), w, (af): 
und Beispiele von Functionen © («) die Ausdrücke sin«en, @acosar+hsiner, 
J,(er) und aS,(ar)+hJ,(ar), w,(ar) ete. 

In den erwähnten speciellen Fällen, denen sich noch eine Reihe 
anderer hinzufügen liesse, kann man, wie bekannt, die Entwickelung selbst 
finden, wenn nur ihre Möglichkeit nachgewiesen ist und die gesuchte Reihe 
in gleichem Grade convergirt *\. Aber nur bei den Fourierschen lteihen 
ist die Untersuchung über die Möglichkeit zu einem gewissen Abschluss 
gediehen, während, wie mir scheint, selbst die scharfsinnigen Unter- 
suchungen **) von Sturm und Liouville noch Zweifel aufkommen lassen, ob 
es, ausser selbstverständlichen Identitäten (z. B. der Entwickelung, welche 
in der Gleichung 2sin’4«5=1-cos«$ enthalten ist) überhaupt eine Func- 
tion f($) giebt, welche eine solche Entwickelung gestattet. Jene Unter- 
suchungen lassen sich aber, wie hier gezeigt werden soll, so mit den 
Cauchyschen Sätzen verbinden, dass für eine Anzahl von Funetionen f(& 
die Möglichkeit der Entwickelung nach Functionen #(«, 5) sich ergiebt. 


P 


*) In einer Abhandlung über trigonometrische Reihen, im 71. Bd. dieses Journals, 
habe ich den Satz aufgestellt, dass die Fouriersche Reihe für eine continuirliche end- 
liche Funetion f(&), die nur eine endliche Anzahl Male vom Wachsen zum Abnehmen 
übergeht, wenn ferner f(r=) = f(— rn) ist, in gleichem Grade convergirt. Herr Schläfli 
erhebt in einem Universitätsprogramm, Bern 18574 (Einige Zweifel an der allgemeinen 
Darstellbarkeit durch eine trigonometrische Reihe) u. a. auch gegen diesen Satz ein 
Bedenken, indem er den Beweis nicht für ausreichend in dem Falle hält, dass über- 
haupt Maxima oder Minima vorhanden sind, so dass nur bewiesen sei, die Reihe con- 
vergire in gleichem Grade, nachdem man die unmittelbare Umgebung der Punkte aus- 
geschieden hat, in welchen ein Maximum oder Minimum stattfindet. Herr Schwarz, 
der mich erst auf dieses Programm aufmerksam machte, theilte mir zugleich mit, wie 
er das Bedenken beseitige. In der That, es spielen diese Punkte keine besondere 
Rolle bei den Entwickelungen, sondern verhalten sich wie alle übrigen. Denn eine 
Funetion mit einem Maximum oder Minimum lässt sich in die Summe von zweien ı 
und x zerlegen, die einen solchen Punkt nicht besitzen (daher eine Function mit p 
Punkten des Maximum oder Minimum in 2p ohne solche Punkte). Keine von diesen 
Funetionen trifft daher der Einwand des Herrn Schläfli, und daher gilt der von mir 
ausgesprochene Satz auch noch in der Umgebung der Stellen des Maximum oder 
Minimum. 

Die erwähnte Zerlegung geschieht auf folgende Art: Hat f(&) bei &=a ein 
Maximum oder Minimum, so setze man f(&) = w(&)+y(&), und mache 


vd =IO-fa), wenn E<a; w)=0, wenn &>a; 
x) = fla), - $20% xXd)=/Q, - da 
*#) Liouville, Journal de Math&matiques, t. II, p. 220— 223. Extrait d’un m&@moire 


sur le developpement des fonetions en series dont les differents termes sont assujettis 
a satisfaire A une m&me &quation differentielle lineaire, contenant un parametre variable. 
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$. 2. In der Abhandlung von Sturm und Lioueille findet sich eine 
Gleichung, die uns als Ausgangspunkt dient. Bezeichnet man jede der 
unendlich vielen Wurzeln der Gleichung @(«e)=0 durch 4 und bezieht 
sich das Summenzeichen N auf alle Wurzeln A, die nach der Grösse des 
Moduls geordnet sein mögen, so ist diese Gleichung 

(1.) Ka _ N _ 0%) 7 
o(«) - (e—A)@'(A) 
Sie würde unmittelbar aus Lagranges Interpolationsformel folgen, wenn ® 
und @ ganze Functionen von « wären, die erste von geringerem Grade 
als die letzte, ist aber an der betreffenden Stelle *) nicht bewiesen, besteht 
überhaupt, wie sich unten zeigt, nur unter beschränkenden Voraussetzungen 
(selbstverständlich ist, dass @(A) nicht Null wird) für 9 und © In der 
That, die Differenz der linken und rechten Seite von (1.) lässt sich durch 
1 f 3 
ef es ds 

ausdrücken, wenn die Integration nach z über einen Kreis mit unendlichem 
Radius, oder was auf dasselbe hinauskommt, über eine geschlossene, den 
Anfangspunkt einschliessende Linie ausgeführt wird, deren Punkte sämmt- 
lich im Unendlichen liegen. Nur und immer wenn @ und @ eine solche 
Beschaffenheit besitzen, dass (a.) Null ist, findet die Gleichung (1.) statt. 
Die Bedeutung der letzteren besteht darin, dass sie selbst die Entwickelung 
der Function 0(a, 5) in eine Reihe ist, die nach Functionen ®(1,S5) fortschreitet; 
in der 'T'hat enthält jedes Glied ausser 6(4,&) nur einen constanten, d.i. 
von & unabhängigen Factor, nämlich ®(«) dividirt durch («—4)%@'()). In 
den folgenden speciellen Fällen, denen sich noch eine Keihe ähnlicher 
hinzufügen lässt, ist (a.) wirklich Null, also die Entwickelung der be- 
treffenden Funetion #(«, &) selbst, noch nicht einer allgemeineren f($), nach 
den (4,5) gestattet. 

Erster Fall. Es sei 6(z, 5) = 6085z, und ®(e) =sinan. Die 4 sind 
dann die Wurzeln der Gleichung sinan = 0, also die positiven und negativen 
ganzen Zahlen, und es handelt sich daher um die Entwickelung von cosas 
nach den Cosinus der ganzen Vielfachen von $. Das Integral (a.) ist in 
diesem Falle 
1 [ cos &z 


2niJ/ (s—a)sinzn 


(b.) 


*) 5. 222: Par les methodes eonnues pour ce genre de d&composition, on obtient etc. 
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Ich beweise, dass dasselbe Null ist, vorausgesetzt, dass man für & einen 
Werth setzt, welcher kleiner als x ist. 
Man setze 
3=p+gi=r(cosp-+isingp). 

Für die Redaction des Beweises ist es bequemer, nicht über einen unend- 
lichen Kreis mit dem Radius r zu integriren, sondern einen gewissen kleinen 
Theil der Peripherie mit Sehnen zu vertauschen. Es sei o eine reelle 
positive unendliche Zahl; in den Punkten o und —e errichte man auf der 
Axe des Reellen Perpendikel AA’ und BB’, wo 


A=o+iye,, A'=e-iye,, B=-oH+iye, B=-—-o-iyo. 


Vom Anfangspunkte 0 aus schlage man mit dem Radius Yo’+o Kreisbogen 
ACB und A’C’B’, wenn C und €’ die Punkte +ix sind. Der Integrations- 
weg soll die Linie ACBB'C’A’A sein; während z die beiden Bogenstücke 
ACB und B’A’C' durchläuft, wächst 9 durch das ganze Intervall von O bis 
2n mit Ausnahme zweier unendlich kleinen Stücke; in A, B, A', B' ist 
nämlich tangy gleich 

u + vo 


u p m 


und noch kleiner, wenn A auf AA’, B auf BB’ rückt. Die Funetion 
cos  cosp£cosgäi—sinpgsing£i 
sinsn  sSinpzcosgri+cospn singri 

hat zur Norm (Quadrat des Modulus) 


(e\ cos gsi—sin’p$ 
COS gmi— cos pri 
wird daher unendlich klein (man beachte, dass <<Zr genommen war), so 
lange, wie q unendlich gross ist, also für alle Punkte z auf den beiden 
Bogen. Es wird diese Norm auch dann noch beliebig klein, wenn q eine 
endliche, gehörig grosse Zahl bezeichnet, also für Punkte, die noch den 
(Geraden AA’ und BB’ angehören. 
Hieraus folgt zunächst, dass der Ausdruck (b.), der unendlich nahe 

(da « vernachlässigt werden kann) gleich 

| "cos & 

En sin an 04 
ist, wo nach p über die oben bezeichneten, nahe 27 umfassenden Strecken, 
d. i. die Bogen ACB und B’C’A’ integrirt wird, mit wachsendem o unendlich 
klein wird. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. 





Heft 1. 
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Es bleibt noch der Theil von (b.) zu untersuchen, welcher sich auf 
die Punkte z in den Geraden AA’ und BB’ bezieht. Man setze für o die 
Hälfte einer unendlich grossen ungeraden Zahl. Dann wird nach (e.) die 
Norm von «e0s5z3:sinzrr auf denselben gleich cos’g&i—sin’oS:cos’qri; 
also ist 


00853 COS g&i 
sinarz cos gqrui 





Wird dieser Quotient auch nicht für kleinere Werthe von g unendlich klein, 
so bleibt er doch endlich; da die Integration sich nur auf unendlich kleine 
Stücke von p bezieht, so werden auch die betreffenden beiden Integrale, 
also (e.) gleich Null. 

Sonach gilt in diesem Falle die Gleichung (1... Berücksichtigt 
man, dass zu jeder positiven Wurzel 4 von sinirn =0 eine gleiche und ent- 
gegengesetzte gehört, so verwandelt sich (1.) in diesem ersten speciellen 
Falle in die bekannte Formel 


(2.) 


vorausgesetzt, dass $<Zn sei. Diese Reihe convergirt in gleichem Grade. 
Zweiter Fall. Es sei (a,d) =sinaf, und @(«) = acosar+hsiner. 
Ich übergehe hier den Beweis der bekanntesten Eigenschaften der 
Wurzeln 4 von @(4A)=0, von ihrer unendlichen Anzahl und Realität. Man 
zeigt durch ein ähnliches Verfahren wie im ersten Falle, dass das Integral, 
in welches sich (a.) in diesem Falle verwandelt, 


sin & 
— dz 
“) u. Are eı 
auf der Peripherie eines unendlichen Kreises verschwindet, vorausgesetzt, 


dass &<{r sei. Hieraus ergiebt sich die Entwickelung von sine&, nämlich 


sina& 7 sinA& 
wo Dre aa 


cosad _ 2. 5 (— 1)” cosm& 
. 2 2 ’ 


sinen @& ee a 





und wenn man redueirt, 





sin as Y fl Ye Re 
ale) zoll. N = _a’ (k+A)r+h sın AS. 


Das Zeichen + soll anzeigen, dass dem ersten Gliede das -+ vorgesetzt 
wird, dem zweiten, dritten, etc. resp. ein —, -+, ete. Hier erhält 4 nur die 
positiven Werthe, welche @(4) =Acosir+hsinkr zu Null machen. Auch 
diese Reihe convergirt in gleichem Grade. 


(3.) 
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Dritter Fall. Es sei d(a,5)=J,(af). Bei einigen Aufgaben nimmt 
man @(«) = J,(ar) (wenn der Mantel eines Cylinders in der Temperatur 0 
erhalten wird), bei anderen 


(a) = oJ, (ar)+hJ, (er). 


Man weiss. dass in beiden Fällen ©(«) nur für reelle Werthe von « Null 


wird, und dass es von solehen Wurzeln A eine unendliche Anzahl giebt. 
Man ersieht das Letztere sofort aus dem I. Band d. Hdbehs. S. 247, wo 


die Werthe von J,(#) für ein unendliches reelles 6 angegeben sind, nämlich 
”VYn0J,(0) = 60s0+sind, 
wenn » gerade ist, und —i(cosd—sin®) für ein ungerades v. Man schliesst 
hieraus, dass, wenn J,(#) Null ist, J,(@) nicht verschwindet; es ist nämlich 
(Hdbch. I. 244, (c.)) 
2), (0, = J,_1(%)—-J,,.(0), 


e# nahe —i. mit 


ken) 


und die J mit geradem Index » verschwinden, wenn tan 
ungeradem v, wenn die Tangente nahe 1 ist. 
Im vorliegenden Falle verwandelt sich (a.) in 


1  J,(&2) 
2ni. / (s—e)@(z) 


Man beweist, dass dies Inteeral Null wird. wenn ©<r, nach dem Ver- 
tee) 


dz. 


fahren, welches im ersten Falle angewendet wurde, indem man den Werth 
von J(z) für ein unendliches 3 benutzt. Ist z reell, so findet man ihn in 
der so eben benutzten Formel; ist z rein imaginär, in I. 248; ist endlich z 
complex, durch die dort angegebene Methode. Man erhält nämlich, wenn 
q eine positive Zahl bezeichnet, für ein unendliches q 


e? 


1 


ee» q’ r 


J,(p+ gi) 


Y2gqr 
und hat für jedes z die Gleichung J,(2) = + J,(—2). 
War @l(e)=J,(a) gesetzt, so findet man, wenn man den Index v 
tortlässt, (Ss < U) 
J(e£) { A J(A£) 
u 1 A 
(4) J(er) ke N —a’ J'(Ar) ’ 
wo die 4 die positiven Wurzeln der Gleichung J(Ar) = 0 bezeichnen. 


War aber (ce) =aJ(ar)+hJ(er), und sind die 4 die positiven 
n* 
) 
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Werthe, welche ®(A) zu Null machen, so entsteht 
* J(a£) a ‚Ja. 
(e.) Jar) -. ver PA +HRE | Jr) ? 
die Reihe auf der Rechten arte auch hier in gleichem Grade. 
Vierter Fall. Es sei d(a, &) = w,(a$) und @(e)=w,(ar). Aus dem 


Integrale 
1 "  w,(8% 
fen te 
welches (a.) entspricht und Null ist, wenn $</r genommen wird, findet man 
(5.) read) _ ke 
vw, (er) A—a” w,(Ar) 
Diese Gleichung hatte Herr Otto Baer bei der Behandlung einer Aufgabe, 
die sich auf die Wärmebewegung in einer Kugel bezog, aufgefunden. In- 
dem ich ihre Analogie mit der bekannten, in (2.) enthaltenen Reihe für 
cosag bemerkte, forderte ich ihn zu dem Versuche auf, sie durch die Re- 
siduenrechnung zu verifieiren. Man findet die Entwickelung in der In- 
auguraldissertation *) des Herrn Baer. 
In allen vorhergehenden Beispielen war nicht nur das Integral (b.) 
Null, also ®#(e,&) in eine Reihe nach Functionen #(4, 5) entwickelt; es war 
auch die Reihe in gleichem Grade convergent. Ich zeige nun, was für 
die Entwickelung beliebiger Functionen f(5) in eine nach #(4,&) fortschreitende 
Reihe folgt, vorausgesetzt, dass die #(«e,$5), nach denen man entwickelt, 
denselben Bedingungen genügen. 
$. 3. Wenn eine Function f(£) nach den ®# in die Reihe 


(@) fl) = Ne, 











entwickelt werden kann, so lassen sich die Constanten e in einer grossen 
Anzahl von Fällen durch ein Verfahren bestimmen, welches analog dem 
bei den trigonometrischen Reihen angewandten is. Wenn nämlich 


Mu,, Rn ’ dan au 
/ Oh, S, 6a, s)gds, 
0 j 


wo g eine bekannte Function von 5 bezeichnet, sich in Null verwandelt, 
sobald man für « eine Wurzel der Gleichung @®(«) = 0 setzt, die von A 
verschieden ist; aber von Null verschieden bleibt, sobald « gleich A selbst 


*, Ueber die Bewegung der Wärme in einer homogenen Kugel. Halle, 1878. 
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wird; wenn ferner die gesuchte Reihe («.) in gleichem Grade convergirt, 
so hat man 


S1®©00, 99 a 


Beeren —— 
S"0@, 9)’g as 





) 


und es giebt keine andere in gleichem Grade convergente Entwickelung 
von f nach den 6. Es ist hier unerheblich, dass Funetionen # mit solchen 
Eigenschaften sich häufig unter Integralen linearer Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung finden. 

Funetionen f, welche eine in gleichem Grade convergente Ent- 
wickelung zulassen, sind die #(o,&) des $. 2; für sie gilt also (?.), und 
man hat 


I "%a, 90%, 9g de 
en — 
/ 00, 9)'g.d& 
Multiplieirt man (y.) mit f(S)gdS& und integrirt von O0 bis r, so kann man 
rechts das Integral der Summe mit der Summe der Integrale vertauschen, 
hat also 


/r@00, 904 


(04, 9)'9a& 


{) 


d 


In 
fr 


9) S'I9a, Dre) dE = N /'g0la, 96a, 


Auf der rechten Seite steht hier nichts anders als 


2 | FR ’» . 
/ "99a, E)F(E) ds, 
0) 


wo F(£) die rechte Seite von (#.) bezeichnet, wenn man voraussetzt, dass 
F(£) in gleichem Grade convergirt. F(£) ist aber nichts anders als die 
durch das heuristische Verfahren, nur unter Voraussetzungen abgeleitete 
Entwickelung von f(z). 

Wir haben nunmehr aus (d.) 
/"I0 0, H[F)-f(O]dE = 0 
0 
für alle Werthe von «. In einer grossen Anzahl von Fällen, z. B. in 
unseren vier Fällen, kann, wenn x($) eine Funetion von & bezeichnet, 
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r . .. Pe 
S991a, Hx(E) ds 
0 


nur dann für alle « gleich Null sein, wenn x(£) selbst Null ist. In allen 
solchen Fällen ist also f(5) gleich F(£), d. h. f($) lässt sich nach den ®, 


und zwar nur durch Gleichung (?.), entwickeln. 
In dem ersten speciellen Falle des $. 2 geht (2.) in 


[Teosa&.y(&) de 


über, und kann bekanntlich nicht einmal für die ganzzahligen « Null sein, 
wenn man nicht hat x(5)=0. Im zweiten Falle wird (e.) gleich 
m in 2 & 
/ sına$.x($) ds, 
Ti 


im dritten und vierten endlich 


rt a rn 2 BR 
este dd, SF w(ad)x(e) dk, 
0 


Da J und w sich nach Potenzen des Arguments «$ entwickeln lassen, so 
kommt die Forderung, dass diese Integrale Null sein sollen, auf dasselbe 
hinaus wie im ersten und zweiten Falle, und wird nur erfüllt, wenn x($) 
gleich Null ist. 

$.4. Zum Schluss stelle ich die Resultate zusammen: 


Es seien d(a, 5) und g, zwei Functionen von $ und «, resp. von $, 
ferner @(«) eine Funetion von « mit unendlich vielen nur reellen Wurzeln A, 
und © (A) nicht Null. 


Sie sollen die ERROR" besitzen, dass 


& VIERSLICRSE: 


Null ist, wenn auch noch « gleich einer Wurzel von ö(«)=0, die aber 
von dem schon im Integral enthaltenen 4 verschieden ist, gesetzt wird, dass 
das Integral aber nieht Null ist, wenn man «= macht. 

Es sei ferner das Integral über die Peripherie eines unendlichen Kreises 


(2, &) 


B— 2 ;® 





Null. 

Die (dureh (1.) gegebene) Reihe, welche nach Functionen (A, 5) 
fortschreitet, in welche sich dann immer #(«, $) entwickeln lässt, convergire 
in gleichem Grade. 
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Endlich convergire die Reihe auf der rechten Seite von (P.) im $.3 
in gleichem Grade. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so lässt sich f(£) in eine nach 
Funetionen #(A, 5) fortschreitende Reihe (die in gleichem Grade convergirt) 
und nur auf eine Art entwickeln, und zwar 
Entwickelung. 


oiebt dann (?.) im $. 3 diese 

Einige ausgeführte Beispiele für die Anwendung der vorstehenden 
Methode hat neulich Herr Knake*”) im Zusammenhang mit der Aufgabe 
aus der (Fourierschen) Theorie der Wärmebewegung, welche auf dieselben 
führt, in seiner hier erschienenen Inauguraldissertation entwickelt. 


*) Ueber die lineare Wärmebewegung in einem von zwei parallelen Wänden be- 
grenzten Körper, dessen Begrenzungen mit einem Gase in Berührung stehen. Inau- 
guraldissertation, Halle, 1879. 


Halle a. S., den 7. November 1879, 








Zur Theorie der Transformation der Thetafunctionen. 


(Von Herrn Frobenius in Zürich.) 


Die Theorie der Transformation der T'hetafunetionen von o Variabeln 
führt auf lineare Substitutionen mit ganzen Üoeffiecienten 


N 3 ) s ” 
(1.) IL. = A, Aa t "+ Q,2 T,, (@ u 1, 2, .. 20), 
dureh welche die alternirende bilineare Form von der Determinante 1 


(2.) J= =; (7, Yory — Totrv Y,) Bo Ziup T.Y3 


in sich selbst, mit einer ganzen Zahl » multiplieirt, übergeführt wird. 
(Kronecker, dieses Journal Bd. 68, S. 273; Weber, Annali di Mat. Ser. II“, 
tom. IX p. 126, im folgenden mit W. eitirt.) Von einer solchen Substitution 
(1.) oder von dem System ihrer Coeffiecienten a,, oder von der bilinearen 
Form A=>a,;2,y; will ich der Kürze halber sagen, sie gehöre dem 
Typus [»,e] an. Bedient man sich der symbolischen Bezeichnung für die 
Zusammensetzung der Systeme, die ich in meiner Arbeit Ueber lineare 
Substitutionen und bilineare Formen (dieses Journal Bd. 84, S. 1; vgl. auch 
Laguerre, Journ. de l’&cole polyt. tome 25, cah. 42, p. 215) angewendet 
habe, so wird die Form A durch die Gleichung 
3.) AJA=nJ 

definirt, wo A’ die conjugirte Form von A ist. Dieselbe umfasst das System 
der e(20o—1) Gleichungen 


3.) Stla.0,4,,5 4,00) ni (,ß=1,2,... 20), 


wo ö,s gleich +1 oder —1 ist, falls %—« gleich +0 oder —o ist, und 
io; =0 ist, falls 3—e nicht durch o theilbar ist. Ist 5 eine Form vom 
Typus [m, o], ist also BJB=mJ, so it B(AJA)B=B’nJB=mnJ, oder 
weil BA’=(AB) ist, (AB) J(AB)= mnJ, und mithin gehört AB dem 


Typus [mn,o] an. (W. $.2.) Sind daher P und Q vom Typus [1,o], so 
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ist PAQ ebenso wie A vom Typus [z,o]. Ist E => 2. Ya, 80 ist 
4) Fa-E PB PFer=-)=/'. 

Nimmt man daher in der Gleichung (3.) auf beiden Seiten die reeiproken 
Formen, so erhält man A’JAT' = _ ‚„ also RA(AT"'JAT)A'= AJA' oder 
5.) AJA = nJ. 

Diese Gleichung umfasst das System der e(20.—1) Gleichungen (W. $. 1, (8.)) 
(5*,) =; (Ger Op,04, — Oa,0+r Op,) = ni,p 


Eine alternirende Form J mit nicht verschwindender Determinante besitzt eine 
schiefe Incariante, die Pfaffsche Function, welche bei einer Transformation 
der Form mit der Substitutionsdeterminante multiplieirt wird, und eine ho- 
mogene Function gt“ Grades der Coefficienten von J ist. (Vgl. dieses 
Journal Bd. 86, 5.50). Ist daher die schiefe Invariante von J gleich 
e (= +1), so ist die von 2J gleich »’e, und mithin *) ist die Determinante 
von A gleich »*. (W. p. 128.) 

Für die Construction ganzzahliger Systeme A, deren Üoeffieienten 
den Gleichungen (4.) genügen, ist mir bisher keine andere Methode bekannt, 
als die des Herrn Kronecker, deren Prineip die Reduetion beliebiger Sy- 
steme auf gewisse elementare bildet. Diese Methode ist auch in der Arbeit 
des Herrn Weber durchgängig benutzt worden. In meiner Theorie der 
linearen Formen mit ganzen Coefficienten (dieses Journal Bd. 86, >. 146) 
habe ich zur Ermittelung von unimodularen Determinanten die von Gauss 
(D. A. $. 279) angegebene Methode gebraucht, deren Princip die suecessive 
simultane Bestimmung zweier reeiproken Determinanten bildet. Es ist der 
Zweck dieser Arbeit zu zeigen, dass sich diese Methode ohne die geringste 
Abänderung auf die Construction der oben definirten speeiellen Determinanten 
übertragen lässt. 


g. 1. 
Construction der Substitutionen vom Typus [1, e]. 
Ist o<-o, bewegen sich «, P von 1 bis 20, und x, 4, von 1 bis o 
und von o-+1 bis o9+0, und sind a,, irgend 20 Zeilen von je 20 Zahlen, 


*=) In der Theorie der Abelschen Functionen von Clebsch und Gordan ist demnach 
die auf Seite 302 mit e bezeichnete Grösse stets gleich +1. Vgl. Weber, Zeitschrift 
für Math. und Phys. Jahrg. 24, 5.96. 
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zwischen denen die Relationen 
(6.) =; (a,, A,,04v — Oy,o+» a;,) . i., 
bestehen, so kann man 2(o—o) Zeilen von je 2o Zahlen 
Q,8 (=0+1,...05 0+0+1,... 20) 

bestimmen, welche mit den gegebenen Elementen ein System a,, vom Typus 
[1,0] bilden. 

Da 20 <2o ist, so giebt es 20 ganze Zahlen a, ohne gemeinsamen 
Theiler, welche den 20 homogenen linearen Gleichungen 


(7.) =; (@,,0,4,—4,4,4,) = 0 


genügen. Werden dann 2g Zahlen 5, so bestimmt, dass 
(8.) = (a, D,4» — Gg4, b,) =1 
ist, so sei 
< (a,, D+» —Gu.0+, D,)  .n h,. 
Setzt man nun 


en o 
G,r41,8 = Aa, OIo+o+1,8 — =, (h, Grup Bor u dus), 
so ist 


yo/ BE a 
=’ (4,, Ao+1,04v, — O,o+rv Ay+ı,) nn 0 ai t,0+15 


y 


5 (4, A, +1,04» A,o+» (,4+0+1,») . < (a,, D.+» Po A,o+» b,) 


y 


SS h, (< d,, A,+u,0+rv A A,o+r G,+u,v) +2 R+u (= d,, O 1,04» .. A,,o+» q,,) 


u 
—. h,- = h, int hr Leu u: 0 un b,.0+0+13 


<= (4,41, do +1,04, @o+1,0+» A,+ 5) = 1-2, bg tet %s+1,u = 1 — %+1,0+0+1° 


Zu den 20 gegebenen Zeilen sind also 2 neue Zeilen von je 2e 

Zahlen so hinzugefügt, dass die Gleichungen (6.) für 
z,4=|]1,... 0+1; e+l,...oe+o+1 

gelten. Ist o+1<<e, so kann man in derselben Weise eine (o+2)'° und 
(o-+0+2)te Zeile hinzufügen, u. s. w., bis man 20 Zeilen von je 2o Zahlen 
hat, zwischen denen für #, 2=1,2,...20 die Gleichungen (6.) bestehen. 

Sind z.B. a,, b,. 40 Zahlen, zwischen denen die Gleichung 

= (a,b,+,—4,+,b,) 1 

besteht, so kann man eine Determinante vom Typus [1,0] angeben, deren 
erste Zeile von den Elementen a,, und deren (o+1)t® Zeile von den Ele- 
menten b, gebildet wird. 
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Nennt man die vte und (o-+r)te Zeile des Systems a,, ein Paar von 
Zeilen, so ist es für die Anwendung der obigen Methode gleichgültig, in 
welcher Reihenfolge die einzelnen Paare oder die beiden Zeilen eines 
Paares bestimmt werden, aber nothwendig, dass die beiden Zeilen eines 
Paares unmittelbar nach einander ermittelt werden. Dem obigen Beweise 
zufolge ergeben sich aus den Gleichungen (6.) für z, 4=1,2,...20 durch 
Elimination der letzten o—o Paare für die ersten o Paare keine andern 
Bedingungen als die Relationen (6.) für z, 4=|1,... 0; e+1,... +0. 
(Vgl. die analogen Erörterungen, dieses Journal Bd. 82, S. 294 und 297.) 
Durch Elimination der letzten o—o—1 Paare und der einen Zeile des 
(o+1)ten Paares ergiebt sich aber für die andere Zeile noch die Bedingung, 
dass ihre Elemente keinen Divisor gemeinsam haben. Wollte man die 
Zeilen des Systems a,, in einer anderen Reihenfolge ermitteln, und z. B. 
damit anfangen, die beiden ersten Zeilen zu bestimmen, so würde es nicht 
genügen, dass die Elemente jeder Zeile ohne gemeinsamen Theiler sind und 
die Gleichung 





=(a,, Q;,04» — 1,04» a,) = V 
befriedigen, sondern es müssten auch noch die aus den Elementen beider 
Zeilen gebildeten Determinanten zweiten Grades keinen Divisor gemeinsam 
haben. Man müsste also ausser Gleichungen von der Form (7.) oder (8.) 
noch Systeme linearer Congruenzen lösen (Bd. 86, S. 186 und 200). 


$. 2. 
Construction der Substitutionen vom Typus [n, oe). 
Den Variabeln &,, ... &,5 Yı, «+» %., der bilinearen Form 


a 
A >77 — (d,R L.Y5> 
deren Coeffieienten den grössten gemeinsamen Divisor f, haben, kann man 
solche Werthe ©, =p., Y3 = 9;ı ertheilen, dass A=f}, also 


Aus 
7 Pı« 9a = 1 
1 
wird. Setzt man dann 


a) AR =) Aaß . 
< f, Ip = Pe+i,a+e oder —Peo+l,a—g > » f Pia = Gp+0,0+1 oder — IB-o,e+13 
1 1 


, a 





je nachdem « (P) = e oder > ist, so ist 
yo r Be yo m 
=; (Pır Po+1,04 v—Pı,o+v Pe+1, ) nu 1, =' Ir Ie+ vo41 VR rr,1 Gr,o4 1) ve 1. 


v 


Mithin kann man zwei Systeme p,; und q,; vom Typus |1, eo] construiren. 


v 


6* 
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Ist dann 


R P= = Pag TaY5; = 24,5T.Y3 
und 
oP ©Q 


MY 773 


> u a 
Za = Sb,2,y»=B, 
se ist 
b,ı = S0,4Pya9 Gaı = fi (PyrPorio+r — Por Por) = iyarıfır 
bis un = A,u5Pıa 135 nn fi = (Ge+,,0+1 0,5 vn Qv,0+1Qe+»,3) ums ty,oH1fı- 
Zi 


Es ist also d,= fi, während alle andern Elemente der ersten Zeile und 
Colonne des Systems b,, verschwinden. Ist das System A vom Typus 
[2,0], so ist B von demselben Typus. Zufolge der Relationen 


=b,, Br ar bu, er ni.., = b,, D4»,8 zu TR bis ur niız 


sind dann alle Elemente der (e-+1)ten Zeile und Colonne des Systems b,; 


n 
mit Ausnahme von 5,,,.+1 gleich Null, und 5 a Mithin ist 


0- Hl, o-+1 
1 


B u hayıtz LH YoHıt fi A: 


r 


Typus [2,oe—1] ist. Ist der grösste gemeinsame 
Divisor der Coeffieienten von fiA, gleich fi, so kann man A, auf die 
nämliche Weise in 


wo fi A, eine Form vom 


fı f: Ta Yı + FE T,+2%o+2 + fı fi A; 


transformiren. Jede der beiden Substitutionen vom Typus [1,0—1], die 


i 
dabei benutzt werden, kann man als eine Substitution vom Typus [1,0] 
auffassen, indem man sie in der Form 

= Dying B=0l.m tt. HN, U 8 W. 


schreibt. Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens wird, wenn man 
n 


(9.) fh, = 6; ff Zr” eu—r+1 
1 2 ..» v 
setzt, die Form A in die Normalform 
F u e, 2 Yyıt"t&,%,Y%, te, 2,41 Yor t°° tr Er %2, Yo 
transformirt *). Der letzte Schritt besteht darin, dass eine Form e,_,A,_, vom 
Typus (n,1) in e,2,9,+ 412,9, umgeformt wird, wo e,=e,_.f, der 
grösste gemeinsame Divisor der Üoefficienten von e,1A,-ı ist. Da der- 


*) Daraus folgt, dass jede Transformation der Thetafunetionen aus solchen zu- 
sanımengesetzt werden kann, deren Grad eine Primzahl ist (W. p. 13 und 29). 
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selbe bei dieser 'Transformation ungeändert bleibt, so ist e,,, durch e, 
theilbar. Den Gleichungen (9.) zufolge ist daher von den Zahlen e,, e,, ... €, 
jede durch die vorhergehende theilbar, und mithin ist e, der «'°* Klementar- 
theiler der Determinante von A oder die «t® Invariante der Form A 
(Bd. 86, S. 159). Der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten «ten 
Grades von A ist folglich 

ET 


a a» 


und es bestehen die Relationen 

(10) ee c- 
Nennt man zwei Formen, die gleiche Invarianten haben, äquivalent, so kann 
von zwei äquivalenten Formen vom Typus [z, e] jede in die nämliche 
Normalform F, und folglich auch jede in die andere durch Substitutionen 
vom Typus [1,0] transformirt werden. Bilden z. B. h,, h., ... h., irgend 
ein System zusammengesetzter Elementartheiler von A (Bd. 86, S. 162), 
zwischen denen die Relationen h,h.,_.+,=n bestehen, so kann A durch 
Substitutionen vom Typus [1,e] in H= Ih,r.y. umgeformt werden 
(W. p. 138 u. 140). 

Ist K irgend eine alternirende Form von 20 Variabelnpaaren mit 
der Determinante 1, so kann man J und K durch congrediente unimodulare 
Substitutionen in einander transformiren (Bd. 86, S. 167), oder man kann 
eine Form @ mit der Determinante +1 bestimmen, welche der Gleichung 


GKa=J, "JG" =K 
genügt. Befriedigt nun C die Gleichung 
CKC=nK, 


0—-@ 


=N, == 98 


2o—a+l 


so genügt 

ai) in A 
der Bedingung 

AJA = nJ, 

ist also vom Typus [z,0]. Da der Gleichung (11.) zufolge C durch zwei 
unimodulare Substitutionen in A übergeht, so haben A und C die nämlichen 
Invarianten (Bd. 86, S. 149). Ist D eine der Form C äquivalente Form, 
welche ebenfalls die Gleichung 


D’KD = nK 


befriedigt, so genügt 


G"’Da=B 
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der Bedingung 

BJB = nJ. 
Mithin sind A und B zwei äquivalente Formen vom Typus [r, o], und man 
kann folglich zwei Substitutionen P, Q bestimmen, die den Relationen 


PAQ=B, PJP=J, 0JQ=J 
senügen. Daher befriedigen die beiden unimodularen Substitutionen 
GPG"=R, GQ0G"'=S 
die Gleichungen 
RCS=D, RKR=K, SKS=K. 
Es ergiebt sich also der Satz: 
Aus einer Substitution, welche eine alternirende bilineare Form mit der 


Determinante 1 in das n-fache ihrer selbst transformirt, erhält man alle äqui- 


valenten, indem man sie mit je zwei Substitulionen zusammensetzt, welche diese 
Form in sich selbst verwandeln. 

Die Formel (10.) lässt sich leicht direet beweisen. Sind @ und H 
irgend zwei (ganzzahlige) unimodulare Formen von v Variabelnpaaren 
5 Yı3 +. 2%,, Y,, und P und Q zwei Substitutionen, welche @ in »H trans- 
formiren, also der Gleichung 


0OGP = nH 
genügen, so ist 
n„P"' = H"'Q@G. 
Mithin sind die Elemente des Systems »P”" ganze Zahlen, und dies System 


ist, da 4 und @ unimodular sind, dem System Q äquivalent. Ist aber e, 


A . . n . ; 
die at® Invariante von P, so Ist erg die von »P”' (Bd. 86, p. 161), also 
v—a-+l 


auch von @. Ist OQ=P', so ist daher e,e,_,., =n. Daraus folgt: 

Wenn zwei Substitutionen eine unimodulare bilineare Form von v Va- 
riabelnpaaren in das n-fache einer andern unimodularen Form transformiren, 
so ist das Product aus der ce! Invariante der einen und der (v—«a+1)!er 
Invariante der andern gleich n. 


Zürich, Mai 1879. 











« er Si P N ar ee ne un a En ar 7 gern ei 
a a Re a a a a er een = a > : - u - 


pa 5 as rn a age 








Beitrag zur Theorie der Flächen zweiten Grades. 
(Von Herrn E. Hunyady in Budapest.) 


Di. Brüsseler Akademie hatte durch eine im Jahre 1825 gestellte 
Preisaufgabe die Aufmerksamkeit der Geometer auf Probleme gelenkt, 
welche den Zusammenhang zwischen zehn ‚auf ein und derselben Fläche 
zweiten Grades liegenden Punkten darlegen, und wenngleich dieselbe bis 
heute nicht den gewünschten Erfolg erzielte, muss dennoch zugegeben 
werden, dass dieselbe die Thätigkeit der Geometer nach dieser Richtung hin 
angeregt hat. Es wurden seither mehrere mit ihr in engem Zusammenhang 
stehende Fragen aufgeworfen, von welchen bereits einige ihre Erledigung 
fanden *). Die bereits erledigten, sich auf Flächen zweiten Grades be- 
ziehenden Fragen lassen sich in folgende drei Arten theilen: 

1. Es wird für Flächen zweiten Grades ein Satz gesucht, der das 
Analogon zu einem Satze aus der Kegelschnittstheorie bildet, welcher sich 
auf den Zusammenhang zwischen sechs Punkten eines Kegelschnittes be- 
zieht, ohne dass der gewünschte Satz einen Zusammenhang zwischen zehn 
Punkten einer F, angeben würde **). 

2. Construction der Fläche zweiten Grades aus neun gegebenen 
Punkten ***), 

3. Zusammenhang zwischen zehn Punkten einer Fläche zweiten 
Grades. 


*) Jacob Steiner: „Systematische Entwickelung ete. etc.“ pag. 313, 60). M. Chasles: 
„Apercu historique ete. etc.“ Chapitre V, art. 49, 50, pag. 245—248. 

**) M. Chasles 1. ec. Note XXXIl. Paul Serret: „Note sur une classe particuliere 
de decagones gauches inseriptibles & l’ellipsoide.*“ „Sur une nouvelle analogie aux 
theor&mes de Pascal et de Brianchon“ Comptes rendus t. 82, pag. 162—165, 208—210. 

##) Hesse dieses Journal Bd. 24, pag. 36. Seydewitz: Grunerts Archiv Th. 9, 
pag. 158 und Th. 17, pag. 275. Schröter dieses Journal Bd. 62, pag. 251. Steiner 
dieses Journal Bd. 68, pag. 191. 
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Sieht man bei der letzten Art von Fragen von einem diesen Zu- 
sammenhang in ziemlich complieirter Weise darstellenden Theorem des 
Herrn Sautreaux Felix*) ab, so hat man in dieser Beziehung bloss die 
folgenden zwei Theoreme des Herrn Paul Serret **): 

I. „Dix points d’une möme surface du second ordre &tant separes 
en deux groupes egaux, les points de chaque groupe determinent les sommets 
de deux pentagones gauches respectivement conjugues & une deuxieme sur- 
face du second ordre.“ 

Il. „Et si Von separe ces dix m&mes points en deux groupes 
inegaux composes, un de quatre points, l’autre de six: le tetra&dre et 
l’octatdre, ayant pour sommets les points de chaque groupe, sont respec- 
tivement conjugues & une autre surface du second ordre.“ 

Reeiproquement etc. 

Die Umkehrung des ersten Theorems lässt sich in folgender Weise 
aussprechen: 

III. „Zehn Punkte in zwei Gruppeu zu je fünf getheilt, bestimmen 
zwei räumliche Fünfecke; sind nun in diesen Fünfecken die den End- 
punkten der Diagonalen entsprechenden Winkelebenen conjugirte Ebenen 
bezüglich ein und derselben Oberfläche zweiten Grades, so liegen die zehn 
Punkte auf einer anderen Fläche zweiten Grades.“ 

Die Theoreme IH und III stellen den Zusammenhang dar, der 
zwischen den zehn Punkten einer F, stattfindet, es lässt sich aber dieser 
Zusammenhang noch in mehreren bemerkenswerthen Formen ausdrücken. 

Den Gegenstand des Folgenden bildet zunächst die Aufstellung der 
verschiedenen Formen der Bedingung, welche ausdrückt, dass zehn Punkte 
auf einer F, liegen, dann soll aber der gegenseitige Zusammenhang dieser 
Bedingungsgleichungen ermittelt werden. 


I. 


1. DBezeichnet man durch 1, 2, 5, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0 die zehn 
Punkte, die homogenen Verhältnisscoordinaten des Punktes i durch z,, y;, 


*) „Demonstration de deux theor&mes, analogues en geometrie de l’espace & 
celui de Pascal en g&ometrie plane, essai de r&eponse & une question posee, en 1825, 
par l’academie de Bruxelles“ Bulletins de l’acad&mie royale des sciences, des lettres 
et des beaux arts de Belgique 2'°®* serie t. XLV, 1878 p. 426—-430. 

*#*) „Geometrie de direction“ pag. 444, art. 388. Für die Folge soll auf dieses 
Werk des Herrn Serret unter G. d. D. verwiesen werden. 
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2, p: @=1,... 9 0), ünd die laufenden Coordinaten durch x, y, 2, p, 
so ist 


Z+zy,3pPp = V 


die Gleichung der durch die Punkte :, k und / bestimmten Ebene, die der 
Kürze halber durch 
(d.) ikN) = 0 
bezeichnet werde. Ferner seien 
(b.\ Gi Mass Sims Fl 


die homogenen Coordinaten der Ebene (a.) und die folgende Determinante: 


| T; Y: 2; P: 
T. Yı 3 Pk 
(C.) PT (kim). 
2% Yı &% Pı 


| En Ym Sm Pnn 
in welcher die Coefficienten der Elemente x,, y,, 2,.; pm die Werthe der 
unter (b.) bezeichneten Ebeneneoordinaten ausdrücken. 
2. Setzt man die folgende Determinante zehnten Grades: 


ER I | 
‚2 Yı 2, Pı Tıyı Tı3, Tıpı Yızı Yıpı ZıPı 
NM ON mn mp N YPı pP: 
| 

RR | 
I; Y3 2; Ps; T3Y3 7,2; T;P; Y333 Y3Ppı 23P; 


E20 | 
Tı Yı 2% Ps TıYyı Ir TıPı Yıı Yıpı ZıP4 


2 2.2 
IT; Y5 % P5 TsY; I, IP; Y52 YP5s 35P5 


(d.) a Teen a: 
I; Yo 3 Po Toyo Todes Tops Yos YoPs Z6P% 
2 y; 2; p: L;Y, 2,23, IıP- Yı2; YıPı 37Pr 


Ts Ys 35 Ps LsYs Tsds spe Ys2s YsPs 2sPs 
2: Yo 20 Po Toyo 293, Top Yo3o YoPa 30P% 
Tu Yo 30 Po Toyo Zu3u ZuPu You Yopo ZuPu 
so drückt bekanntlich die Gleichung: 

1) 4=0 


aus, dass die zehn Punkte 1,... 9, 0 auf derselben Fläche zweiten Grades 
liegen. 





3. Bezeichnet man die Gleichungen der Seitenflächen des dureh die 
Punkte 1, 2, 3, 4 bestimmten Teetraeders, der Bezeichnung (a.) gemäss durch: 
(234)=0, (134)=0, (124)=0, (123) = 0, 


Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 1. f 
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so stellt bekanntlich die Gleichung: 


[4 (123) (124)+ 1,123) (134)+4,(123) (234) +7,(124) (134) 


2. 
"rn | +4,(124) (234) + 4,(134) (234) = 0 *) 


alle Flächen zweiten Grades dar, die durch die obengenannten vier Punkte 
sehen, wenn die Grössen A unbestimmte Constanten bedeuten. Drückt man 
ferner aus, dass die Oberfläche (2.) durch den Punkt k gehe, so führt dies, 
wenn man die in (e.) festgestellte Bezeichnung beibehält, zu folgender Be- 
dingungsgleichung: 


1, (123) (124) +4,(123 ) (134 k) + 4,(123%) (234) +4,(124 k)(134K) 
+4, (124 h) (234) +4,(134h)(234k) = 0, 


aus welcher, wenn man %k der Reihe nach durch 5, 6, 7, 8, 9 und O er- 
setzt, sechs Bedingungsgleichungen hervorgehen, welche ausdrücken, dass 
die durch die Punkte 1, 2, 3, 4 hindurchgehende Fläche auch noch durch 
die Punkte 5, 6, 7, 8, 9 und O geht. 

Eliminirt man nun aus den auf die angegebene Weise entstandenen 
sechs Bedingungsgleichungen A,, ... 4, so ist, indem man die folgende 
Determinante sechsten Grades: 

| (1235)(1245) (1235)(1345) (1235)(2345) (1245)(1345) (1245) (2345) (1345) (2345) | 

(1236) (1246) (1236)(1346) (1236)(2346) (1246)(1346) (1246) (2346) (1346) (2346) | 
” | (1237)(1247) (1237)(1347) (1237)(2347) (1247)(1347) (1247) (2347) (1347) (2347) 
) | 123%)(124%) (123%) (1348) (1238)(2348) (1248)(1348) (1248) (2348) (1348) 2348) 
 (1239)(1249) (1239)(1349) (1239) (2349) (1249) (1349) (1249) (2349) (1349) (2349) 

 (1230)(1240) (1230)(1340) (1230) (2340) (1240)(1340) (1240)(2340) (1340) (2340) 


= MB 1234 





setzt, das Resultat der Elimination 
(3.) In = 0, 
welche Gleichung ebenfalls den Zusammenhang zwischen zehn auf einer 
und derselben Oberfläche zweiten Grades liegenden Punkten ausdrückt. 
Wenn man die Fläche zweiten Grades auf ein durch andere vier 
Punkte der Punkte 1,... 9, 0 bestimmtes Teetraeder bezieht, so erhält man 


die fragliche Bedingung in anderer Form, so dass die Gleichung (2.) als 
10.9.8.7 " 


FW u 210 der Form nach verschiedenen 


die Repräsentantin von 





Gleichungen auftritt. 


*) Nach G. d. D. p. 52 wurde die Gleichung der Fläche zweiten Grades zuerst 
von Bobillier in dieser Form dargestellt. 
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| 4. Fasst man die Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 als die Eckpunkte eines 
h hexagonalen Octaeders auf und sind die Gleichungen der gegenüberliegenden 
Seitenflächen desselben, den Bezeichnungen (a.) gemäss, die folgenden : 
(123)—0, (456) = 0, 
5 (1340, (256) = 0, 
| (145) =0, (236) = 0, 
(125) = 0, (346) = 0, 
. e) 
so lässt sich die Gleichung irgend einer Oberfläche zweiten Grades, die 
| durch die genannten sechs Punkte geht, in folgender Form darstellen: 
(4)  4,(123)(456) + 4,(134) (256) + 4,(145) (236) + 4,(125) (346) = 0, 
| während die Bedingung, dass der Punkt Ak auf dieser Oberfläche liegt, der 
- Bezeichnung (e.) gemäss durch folgende Gleichung: 
| 1,(123 k) (456 k) + 1,(134 k) (256 k) 
+4,(145k)(236K) + 2,125) (346h) — 0 
| ausgedrückt wird. Ersetzt man in ihr k durch 7, 8, 9, 0, so erhält man 
vier Bedingungsgleichungen, weiche ausdrücken, dass die Oberfläche (4.) 
ausser durch die Punkte 1,2, 3,4.5.6 noch durch die Punkte 7, 8, 9, 0 
hindurchgeht. 
Eliminirt man aus den so erhaltenen vier Bedingungsgleichungen 
die Grössen A,,4,,4,,4, und setzt die folgende Determinante vierten Grades: 
| | (1237) (4567) (1347) (2567) (1457) (2367) (1257) (3467) 
i | (1238) (4568 345) (2568) (1458) (2365) (1258) (3468 
| (fr) Deren er era san, en = Ins, 
) (1230) (4560) (1340)(2560) (1450) (2360) (1250) (3460) 
so ist 
(9.) In = V 
! 3 die in Frage stehende Eliminationsresultante, welche ebenfalls den Zu- 
F sammenhang angiebt, der zwischen zehn auf ein und derselben Fläche 
! 4 zweiten Grades liegenden Punkten stattfindet *). 
Es ist leicht ersichtlich, dass die Gleichung (5.) ebenfalls als die 
3 } Repräsentantin von 210 der Form nach verschiedenen Gleichungen auftritt. 
\ ; 5.  Bezeichnet man in dem durch die Punkte 1, 2, 3, 4, 5 be- 


stimmten räumlichen Fünfecke 12345 die den Winkeln: 512, 123, 234. 


*) Vergl. Weddle: On the relations which exist in certain systems of points and 
t E planes, including the relations between ten points in a surface of the second degree 
3 (The Cambridge and Doublin math. Journal T. V p. 226 und weiter). 


— 


( 
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345, 451 entsprechenden Ebenengleichungen den Bezeichnungen (a.) ge- 
mäss durch: 

(#12)=0, (123)=0, (234)=0, (345)=0, (41)=0, 
so ist jede Fläche zweiten Grades, die durch die Punkte 1,...5 hindurch- 
seht, durch folgende Gleichung: 
4.512) (234) +4,(123) (345) +4, (234) (451) 
| +4,(345) (512) +4,(451) (123) = 0 *) 
dargestellt. Soll noch der Punkt k auf dieser Oberfläche liegen, so wird 
dies mit Benutzung der Bezeichnung in (c.) durch folgende Bedingungs- 
sleichung ausgedrückt: 

4, (912%) (234 k)-+4,(123 k) (345%) +4, (234%) (451%) 
+4,(345 k) (512%) +4,(451k)(123%) = 0. 

Ersetzt man in dieser k durch 6, 7, 8, 9, 0, so erhält man fünf Bedingungs- 
sleichungen, welche ausdrücken, dass die Fläche (6.) ausser durch die Punkte 
l,... 5 auch noch durch die Punkte 6, 7, 8, 9, 0 geht. 
Setzt man die folgende Determinante fünften Grades: 


(1256) (2346) (1236) (3456) (1456) (2346) (1256)(3456) (1236) (1456) 
| (1257)(2347) (1237)(3457) (1457)(2347) (1257)(3457) (1237) (1457) 
(9.)  |(1258)(2348) (1238)(3458) (1458) (2345) (1258)(3458) (12381458) | = Ayasas, 
|(1259)(2349) (1239) (3459) (1459) (2349) (1259)(3459) (1239) (1459) 
(1250) (2340) (1230) (3450) (1450)(2340) (1250) (3450) (1230) (1450) 


(6.) 





so ergiebt sich, wenn man aus den oben erwähnten fünf Gleichungen die 
(zrössen A,, ... 4, eliminirt: 

(7.) I = 0, 
welche Gleichung ebenfalls den Zusammenhang ausdrückt, der zwischen 
zehn auf einer und derselben Fläche zweiten Grades liegenden Punkten 
stattfindet. 

Da aus zehn Elementen 252 mal je fünf verschiedene ausgewählt 
werden können und durch fünf Punkte zwölf einfache Fünfecke bestimmt 
werden, so vertritt die Gleichung (7.) 252.12 = 3024 der Form nach ver- 
schiedene Gleichungen. Ob unter diesen Gleichungen nicht mehrere identisch 
sind, wurde nicht untersucht. 

6. Ein Tetraeder heisst einer F, conjugirt, wenn je zwei Ecken 
desselben harmonische Pole, oder je zwei Seitenebenen desselben har- 
monische Polarebenen in Bezug auf F, sind. 


*) G. d. D. p. 32. 
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Ein Octaeder heisst einer F, conjugirt, wenn dessen gegenüber- 
liegende Seitenebenen conjugirte Ebenen (harmonische Polarebenen) in 
Bezug auf F, sind *). 

Theilt man nun zehn Punkte in zwei Gruppen von sechs und vier 
Punkten, und sind die hierdurch bestimmten Oetaeder und Tetraeder ein 
und derselben Fläche zweiten Grades conjugirt, so liegen nach der Um- 
kehrung des Theorems II die zehn Punkte auf einer Fläche zweiten 
Grades. Dieser Satz giebt uns ein Mittel an die Hand, um die zwischen 
zehn auf einer F, liegenden Punkten stattfindende Bedingung in neuer 
Form zu erhalten. 

Ist 


(8) je: “+ 020+0,0+0,r’+ 2a,uo + 2a ,uw + 2a,ur + 2a,0w-+ 2a,,or 

+2a,wr = 0 
die Gleichung einer Fläche zweiten Grades in Ebenencoordinaten, theilt 
man ferner die Punkte 1, ... 9, O0 in folgende Gruppen: 

1, 2, 3,4, 5,6 
und 
1,890, 
so sind das durch 123456 bestimmte Octaeder und das durch 7890 bestimmte 
Tetraeder nach den vorhergehenden Definitionen der Fläche (8.) gleichzeitig 
conjugirt, wenn die Ebenenpaare 
123, 456 : 789, 780 
134, 256| 789, 790 
145, 236 \ 789, 890 \ 
125, 346 ; 780, 790 | 
780, 890 
790, 890 
in Bezug auf die Fläche (8.) conjugirt sind. 

Dass 123 und 456 conjugirt sind in Bezug auf die Fläche (8.), wird 
mit Beibehaltung der Bezeichnungen in (6.) bekanntlich durch folgende 
Gleichung ausgedrückt: 

O1 S123Sas6+ Rr2 Mı23 Misc + Ras C123 6156 + @ya ln Tlyse 
+ 012 ($123 Naso+ Sasomı23) + Rıs (Sı23 Saso+ Saso 23) + a (Si237asct Suse 7Tı23) 


+ 033 (Nı23 Cs + N456 G123) +04 (Mı23 Nys6t N4567Cı23) + 034 (Ins sr Cas6 TEı2s) =VUV; 


*) G. d. D. pag. 57, art. 71. 














(h.) 
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für die übrigen neun Ebenenpaare werden sich der vorhergehenden Gleichung 
ganz ähnliche Gleichungen ergeben, die in leichter Weise durch Vertauschung 
der Indices erhältlich sind, so dass man im ganzen zehn homogene lineare 
Bedingungsgleichungen zwischen den Quantitäten « hat. Die Elimination 
der « aus diesen Gleichungen führt durch Einführung der Bezeichnung 
Is für die Determinante: 


‘ 


Sıaabası, MasNlassı Crasbases TlızsTlanss Em nasct+ Eisen, Eiaslusct Eusshıas, Euaa lasst Ess 7Tıza, Mauss + Nasshıa, Nast Nass7Tına, Ga Tluss u PRRe. FOR 
Sudan ; Eis Masc+ Easnı3a 
Essen Ess Nasct+ Era Mıss 
Eias&sss . . . S 237345 + Ess ?ıas 
&180&:% . . . 5807180 + &-807180 
E06 : 5 &80”7790 + E08 
E a9 500 E97s00+ Eeso?]a0 
Ersoeros EN + E17 
Eu En Ess + E00]: 
Eroo&an SooNaso+ E00) :90 


zur folgenden Bedingungsgleichung 

(I) Ans = 0, 
welehe nach dem erwähnten Theorem des Herrn Paul Serret auch ausdrückt. 
dass die Punkte 1, ... 9, O auf einer Fläche zweiten Grades liegen. 

7. Dureh fünf Punkte des Raumes sind zwölf einfache räumliche 
Fünfeeke bestimmt. Verbindet man z. B. die Punkte 12345 durch Gerade 
in der hier gegebenen Reihenfolge, so hat man das einfache räumliche 
Finfeck: 

12345, 
dessen Diagonalen die Geraden 13, 24, 35, 41, 52 sind, und die Winkel- 
ebenen des Fünfeckes sind die Ebenen: 
512, 123, 234, 345, 451; 
die den Endpunkten der Diagonalen 
13, 24, 35, 41, 52 


entsprechenden Winkelebenen werden daher die folgenden Ebenen genannt 





5124 1231 2341 345) Adll 
2341’ 3451’ Aa51l’ 5121’ 123 


Theilt man also die Punkte 1, 2, ... 9, 0 in folgende zwei Gruppen von je 


fünf Punkten: 
12345 und 67890, 


so sind in den auf dieselbe Weise bezeichneten einfachen räumlichen 
Fünfecken die den Endpunkten der Diagonalen entsprechenden Winkel- 
ebenen die folgenden Ebenenpaare: 







a z 
- NEE \ 






ee ee er TEILE TE öl eier ee 
























(i.) 
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512 = 234 


2341’ 3451’ 451 
067 E 789 
789)’ 8906’ 906 


sind nun dieselben in Bezug auf eine Fläche zweiten Grades alle 


512 und 


die folgende Bedingungsgleichung entspricht: 


Cı 5512 5234 + 0.2 sız N234 + Ols3 u. G93 4 4 Oz TI; 12 TTya34 


D= 2 (Syn N234 + Ense N51 ,) + Aız( Ss12 ER +5 IR er 51? 
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dass den einander 


)-+ 4 (sn Nat 5 FR IT, 


,) 


+ 023 (Nsır Ess + N234 En) )+ 4 (Nsır Ty34 7 N234 Isa) + 034 | Ger Tg, + Guss TTs12) 


In ähnlicher Weise sind dann auch die den übrigen eonjugirten Ebenenpaaren 
entsprechenden Bedingungsgleichungen erhältlich, 
den zehn unbestimmten Constanten « wieder 


5j19/ 


Ssı2° 25234 MNsı2)234> Carola, T51971934 Ss. Na + &, 341512» Ssıas29a +$ 3346 € - 
Sm ass % Sı2 ar 

Sa34Kası r si i Sn Nası + Sası 7234 

EassEsıa - " a S3457s12+ &s197345 

skin e 2 Eis ıas+ E23 7ası 

Eosr&780 i . ö Es Nsot &180"7061 

Eors&an 4 u ö Es1877800 + EasoNr8 
| E80 &oos $, A 4 E80 No + Eao6 77:8 
| EamoEosı P r . Eos 767 + Eosı?Jaso 

Eos se 78 E Eyoes:at Eera?7oos 


die Gleichung: 


(10) Is = 


dass man zwischen 
lineare homogene Be- 
dingungen hat, aus welchen durch Elimination der Quantitäten « unter Be- 
nutzung der Bezeichnung 4,3. für die Determinante: 


512 Toast Na347Rsın 


hervorgeht, welche die Bedingung, dass die zehn Punkte 1, 2,... 
auf einer Fläche zweiten Grades liegen, in neuer Form ausdrückt. 


II. 


8 Ehe wir auf den zweiten Theil dieser Abhandlung eingehen, 
wollen wir einige abgekürzte Bezeichnungen einführen, durch deren Ge- 
brauch die zu vollziehenden Transformationen sich viel übersichtlicher 
gestalten. Die abgekürzten Bezeichnungen beziehen sich ohne Ausnahme 


gleich- 
zeitig conjugirte Ebenenpaare, so liegen nach T'heorem III die zehn Punkte 
1, ... 9, 0 auf ein und derselben Fläche zweiten Grades. 

Durch die Annahme, dass die erwähnten zehn Ebenenpaare bezüg- 
lich der Fläche (8.) conjugirt sind, ergiebt sich, 
girten Ebenenpaaren 


CONJU- 
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auf Determinanten zehnten Grades und wir bezeichnen in diesen die Zeile: 


? ? 2 2 
Los Ya, is Prs TrYı, Trdıs TrPrs Yadıs YıPı>s 3ıPr 
durch 
k, 
ferner bezeichnen wir durch 
i, k 
die Zeile: 
7;% 5 Yıyıs 3:25 PiPrs CyrtaY, at, %Pprt TrPpi> 
Yı24 + Y2:5 YıPrt YıPis SPrt 3rP: 


und diesen Bezeichnungen ähnlich die Zeilen 


2) 2 2 ; . % n 
Sikis» Miks ba TU;xi > SuMixıs Sir bis Sur Nik TR NirTlius ai 


und 
Sir Fe ’ Nik N unp b) Gi En b) Tg TT, np 3 

Sir N unp + Ens Nik ’ Sir a + BER Niks Sir TT np + on Tg; 

Nik En + N np Gas 6) Nikı Tann + N mnp Tg ’ Gas TT anp + En Nik 
durch 

ikl 
und 
ikl, mnp. 


Sollten in irgend einer dieser Zeilen die letzten sechs Glieder noch 


den Factor 2 enthalten, so werden wir dies durch Unterstreichung der 


betreffenden Zeile ersichtlich machen, z. B. 
Dis Yıs Ds Prs 28, Yı, 20,2, 20 Pr 2YyrSı, 2YrPıs 28: Pr 


wird durch 
k 


bezeichnet. 
Diesen Bezeichnungen gemäss wird z. B. die in (Ah.) vorkommende 


Determinante dureh: 
‚123, 456 


134, 256 
145, 236 
125, 346 
789, 780 
789, 790 
789, 890 
‚780, 790 
‚780, 890 
790, 890 








bezeichnet. 
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; 9. Für die Folge erweist es sich auch als nützlich, wenn wir einiges 
3 über die zeilenweise Multiplication von Determinanten zehnten Grades er- 
; wähnen, deren Zeilen entweder von der in der vorhergehenden Nummer 
\ angegebenen Art, oder auch andere sein mögen. 

4 Das Resultat der Multiplication einer Zeile 

1 i 

' mit einer Zeile 

klm 

\ ist: 

| = 26 mt Y; Nmt 3; C,. +p; Amt 28,9; 5 ‚+ 22,2; 54. mt 2% PNm TE 
(11) + 2y;2 Mkım wi + 2y: pP, km u ar t) 

| = (8, E; Ynamt 3: Sm + Pi Tram) = (üklm)“. 


Multiplieirt man ferner 


mit 
ikl, mngq, 
so ergiebt sich als Resultat der Multiplication: 


N e, Sir Enmg +y; Ni Nmngt 3, 6, ıng +Pp; Tg ?T 
- + 2,9%, (Sa Nman + Enno n)+ 8, ln + Snng ba C.)+ 3%, P, (Er Tang + Saang Ta) 
(12.) (+9%,3,(Maıbmng + Nmng Sir) +9, Dr (N Una t Nmng Ta) + 2-Pr Sir Tong + Ermng ir) 
ut (2,Sut Y- Nat 2 Gut P- Az) (E in TE e. TER ,) 


(rikl)(rmng). 





Es ist leicht ersichtlich, dass diese Gleichung auch die vorhergehende 
| enthält. Multiplieirt man ferner die Zeile 
p ; ik 
mit der Zeile 
Imn, 
so ist: 
T; TC; nt Y: UR Nimm + 3,2,06 Smnt+t pP: Pl Imn I \T Yı + T; Yi )S TIER 
> (z; 3,.+ T; 3; Em a + 2 T; P:) 3 mn TI + ( Y;% nd Ga Y) S ) N e 
(13.) + MY: P: + YıP:) mn AT Imn + (+ “ iPrt \ S, P: Sn n A MN 
Eu (®; 5. +Y; N mn + 3; nn z mn) Ti; Eu + Yı 1 mn I So; lnmn rPpı A 


TE BE ee FEUER 


= (ilmn) (klmn). 





Multiplieirt man endlich die Zeile: 


20,0%, 2y;Yı> 23:3, 2P Pi, Tr tmY, St 2, Pt XıP;; 


Y;3, + Yı 2:5 Yy;P: + YıP:i> 3;Pıt Pi 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 1. S 


S: a ’ A si 
WERT ERFENLEN * N ee 
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mit der Zeile: £ 
Imn, qrs, & 
so ergiebt sich, als Resultat der Multiplieation: 














DE, Sm u + 2y ;Yx Nimm NarsH 23,2% nun Bi + 2p; Pr TTUmm TUgrs 
+ a ty) Sa un Er Nimm) + (Ei; 3:4 Cr 3:) (Sımn u + Er ) 
+ (2;Pr + x,.Pp;) (Emm nt Fu m) + (9; 3, Yı 3;) (Mann Eu FE AR 
( 14.) (+(Yy:Pr+ Y.P;) (Hin TTors + Nars Nm) (3; Pr + 3.P;) Ant u) 
= (7, Sm + Yı Nimm + 2: han +P; m) (Er u + Ya Nyrs + 2x HF PeTyrs) 
+ St Ya Nımnt 3x Ei + Pr Tının) (@; Fu +Y;Norst 2: Eu IP: Tors) 
— (ilmn)(kqrs)-+(klmn)(igrs). 


10. Nach den vorhergehenden Bemerkungen gehen wir über auf 


Sn a ar a ee 


RETTEN ARE DE 


die Ermittelung des Zusammenhanges der zwischen den Gleichungen (1.), 
(3.), (9), (7), (10.) und (11.) besteht, oder was dasselbe ist, wir ermitteln 
den zwischen den Determinanten (d.), (e.), (f.), (g.), (h.) und (£.) stattfindenden 
Zusammenhang, indem wir diese Untersuchung mit den Determinanten (d.) 





und (e.) beginnen. 
Bevor wir übrigens den Zusammenhang zwischen den Determinanten 
(d.) und (e.) ermitteln, müssen wir die Ableitung der folgenden identischen 


EEE ee ee rn er 


a a 7773 

















Gleichung vorausschicken: 
| 
A | 
(15) |h 2| = (1234). 
E“ | 
4 | 
3 F 
4 ; 
Zu diesem Zweck gestalten wir die links stehende Determinante in solcher f 
Weise um, dass wir zu der mit $,, multiplieirten ersten Zeile, die mit “ 


S3415 Sa, $ı,; multiplieirte fünfte, sechste und siebente Zeile addiren, dann 
zu der mit 5, multiplieirten zweiten Zeile die mit $,, &, $ multiplieirte 
fünfte, achte und neunte Zeile addiren, ferner zu der mit 5, multiplieirten 












n 








er 





er Br I Fee re er bee 


WETTER EN, 
ı% 


- 
E 
I, 
Be. 
ur 
NS 
I: 
; 
& 
“4 
ER: 
5 
x 
a 
5 
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dritten Zeile die mit 534, Su, $% multiplieirte sechste, neunte und zehnte 
addiren, endlich zu der mit 5, multiplieirten vierten Zeile die mit &4, Sau; 





99 





&£,. multiplieirte siebente, neunte und zehnte Zeile addiren, wodurch sich 
nach und nach die folgenden Gleichungen ergeben: 


1, 

11, 

1, 

2, 

2, 

3, 

2,1234) 0 0 0 y.(1234) 
2.1234) 0 0 0 (1234) 
(1234) 0 0 0 (1234) 
2.1330) 0 0 0 (1234) 


7%, Yıyı 31% PıPpa CıYyat XHYı 


TıTz r u - Yard ı 
TI, e " - fat Taı 
T,Tz B . - Doz tTzYy: 
73T, u 3 - Dat Tuy: 
75T; EEE EN 


Yıyı Zı% PıPp:r 


Yı95 x 
ıY4 x 
= - (1234) |?” 
‚YıY3 N 
YıYyı . 
Y3Yı 2 


Da der Werth der letzten Determinante sechsten 


zuweisen, 


1 

2 

3 

4 

- c £ je < um 

. Erkner > 

4 

3 

4 

4 

z,(1234) p, (1234) 0 
2,(1234) p,(1234) 0 
2,(1234) p;(1234) v 
z,(1234) p,(1234) 0 
%32+%02%, CP t%:Pı YızTtY22: 


Yı32+ 932: 
Yı33+Y53ı 
YızıT 942: 
Y:33-+ 932: 
Y23ıTYıR: 


Y3244 Yı23 


YıBt Ya Pı 


0 


Yyı PT 


0) 


YPı Pr t22Pı 


_ 


3, Ppıt+2:Pı 


5” 


Grades, wie leicht nach- 






























die identische Gleichung (15.). 


11. 


durch die folgenden: 


In 


23+ 3 


In 


3413 


Un 


412 3 


Un 


123 3 


ürsetzt man in (15.) die 


Yı, 
Yı; 
Y:, 
Yı; 


N234; 
N341, 
74125 


7123, 


2.2 > z c 
== 5234 5341 5412 5123 
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(Juantitäten 


21; 


02343 
341 3 
412 3 


is» 


=123 3 





412, 


123 


Pı; 
P:; 
Ps; 
Pı 


1,345 
Az, 
Tyı25 


Ta, 


Er N Or Ip” 
Sa MN Can zu! 
2 Mu On SF 
'$123 Mia Ci JLı23 
Nun ist aber der Werth der letzten Determinante 
adjungirten Determinanten 
= (1234)°, 
so dass man schliesslich hat: 
234 
341 | 
7 
ı 123 | 
a6) | | _ 23a," 
| 234, 412 
234, 123 
1341, 412 
‚341, 123 





ist, so ergiebt sich hieraus nach Hinweglassung der gleichen Faectoren 


so geht der zweite Theil der Gleichung (15.) über in: 


nach einem Satze der 


ü: or a SR 
a ET TEE e 
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12. Multiplieirt man nun die Determinante (d.) mit der Determinante 











£ (16.) so ergiebt sich für das Resultat der Multiplieation nach und nach: 
E 1|| 254 
2 || 341 
| 3| 412 
| 4 18 
aaay" — 51234, 3411 
6,234, 412 
71234, 123 
i 8 341, 412 
| 9.341, 123 
0412, 123 
Mayo 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 (1234 O0 0 Ö v v 0 0 0 
v 0 (1234) 0 0 0 0 0 0 0 
v 0 0 (1234) 0 0 0 0 0 0 
#1 (2345)? (3415)? (4125)? (1235)? (23453415) (2345)(4125) (2345)(1235) (3415/4125) (3415/1235) (4125)(1235) 
(2346) - - -  (2346)(3416) - - . A 
23)” - - -  (2347%3417) . 
2348) - - - (2348/3418) - - ; h 
l2349%  - ’ -..0@349)3419)  - 
Te AA)  - 
(2345)(3415) (2345)(4125) (2345)(1235) (3415)(4125) (3415)(1235) (4125)(1235) 
(2346) (3416) | 
| — (193 DEAD - 
| (2348)(3418) . i i 
| '(2349)(3419) n R i i j 
j (2340)3410) ’ 


Nach Hinweglassung der gleichen Faetoren und nach Berücksichtigung 
der Bezeichnung (e.) ergiebt sich schliesslich 

(17.) 4(1234) = Aus, 
welche Gleichung den zwischen den Determinanten (d.) und (e.) stattfindenden 
Zusammenhang ausdrückt. 





| 13. Um den zwischen den Determinanten (d.) und (f.) stattfindenden 
4 Zusammenhang zu ermitteln, bestimmen wir zunächst den Werth der folgenden 
= Determinante: 







(1236)(1450) 
0 
0 
0 


0) 


0 


2 
T 1 


22,2; 


22%, 


20,8; 


27, 


2X, 


v0 
() 
0) 
0 
0 


(2134)(3456) 


0 
( 
Ö 
VÖ 


Yı 


7 
. 
“= 


v 
0 
0 
0 
0 
0 


(3125)(3456) 


0 
0 
0 


pi 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


(k.) 


‚123, 
134, 
‚145, 
‚125, 
236, 
134, 
125, 
123, 
123, 
‚123, 





Toy: 
T3Y; 
TuYyı 


2rıw. 2yıyr 22,2%: 2pıP: LT YatXsYı 


TYtrHYı 
CYıtTYı 
TYztTzy: 
CoYıt Tu: 
TYyaruy; 


0 


(2134)(1256) 


(2145)(1236) (3145)(1236) 


(4123)(4256) 


0 
0 


456 | 
256 1 
346 ; 
456 B 
| =R 5 
456 s 
| 3 
456 & 
256 
346, 
145 
7,5; TıPı Yızı Yıpı SıPı, 
= (1234). 
0 (4123)(1456) 0 (4123)(2456) A123 
0 0 (2134)(3256) (2134)(4256) We 
0 0 (2145)(4236) (3145) & : 
(3125)(1346) (4125)(1346) (3125)(2346) (4125)(2346) 0 
(1236)(2456) (1236)(3456) (4236)(1456) 0 (4236)(2456) (4230) 
0 0 2134)(3456) 0 oW 
(3125)(1456) (4125)(1456) (3125)(2456) (4125)(2456) (4125) % 
0 (4123)(1256) 0 0 (4123) i 
0 (4123)(1346) 0 (4123)(2346) 0 
0 0 0 (4123/2145) A123 


0 


2134)(1456) 


0 
0 
0 
0 





= (1234)’. R. 
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Zu diesem Zweck multiplieiren wir dieselbe mit der Determinante (15.). 
indem wir letztere derartig transformiren, dass wir die vier ersten Colonnen 
mit zwei multiplieiren, die vier ersten Zeilen hingegen durch zwei dividiren, 
wodureh der Werth dieser Determinante nicht geändert wird, und man hat: 
| 2: 


Das Resultat der Multiplication ergiebt sich durch Berücksichtigung der 
Gleichungen (12.) und (14.) wie folgt: 


RE EN 





AR 


& 
E35 
A 
ns: 
Ei 
er 
wo 
F% 
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Da in der links stehenden Determinante die den ersten vier Colonnen und 
den ersten vier Zeilen, sowie neunten und zehnten Zeile gemeinschatftlichen 
Elemente verschwinden, so zerfällt dieselbe in das Produet einer Determinante 
vierten Grades und sechsten Grades, von welchen die Determinante vierten 


Grades sich auf ihre Diagonalreihe redueirt, die Determinante sechsten 
(Grades hingegen wieder in das Product zweier Determinanten dritten 
Grades zerfällt. Durch Vollziehung des Angegebenen an der vorstehenden 
Determinante findet man nach leichten Reduetionen: 
(1234)°(1235)°(1236)’(2456)?(1456) (3456) 
| (1456) (2456) (3456) |—(1256) 0 (2356) 
x| (1346) (2346) 0 (1245) (1355) 0 | = (1234)’R. 
' 0 (1245) (1345) 0 (1346) (2346) 
Von den hier vorkommenden zwei Determinanten ist die erste, d. i. die folgende: 
(1456) (2456) (3456) 
(19.) (1346) (2346) v = —(1234) (1456) (3456), 
o (1245) (1345) 
was wir erweisen wollen, indem wir die folgende Determinante: 
523 Ns Ss ln 


(I) 456 N456 456 Tyss 


(18.) 


(= 


Sı5 Ns Sıs Tıs 


N 
v 


| 5346 Ns 346 TTaa6 | 

einmal mit der Determinante (1234), das andere Mal aber mit (1456) mul- 
tiplieiren. Es ergiebt sich im ersten Fall, dass die Determinante (2.) gleich 
ist dem ersten Gliede der Gleichung (19.), und im zweiten Fall, dass dieselbe 
gleich ist dem zweiten Theile der Gleichung (19.), woraus dann die 
Richtigkeit der Gleichung (19.) erhellt. 

Die Gleichung (18.) geht durch Berücksichtigung der Gleichung (19.) 
in folgende über: 
20.) R = (1234)'(1235)’(1236)’(1456)’ (2456)? (3456) 

x (1235) (1346) (2356) — (1256) (1345) (2346). 

14. Multiplieirt man nun die Determinante (d.) mit der Determinante 
(k.), so ergiebt sich als Resultat der Multiplication: 
AIR = (1234)’(1235)’ (1236)’ (1456)'(2456)' (3456)’ 

(1237) (4567) (1347)(2567) (1457)(2367) (1257) (3467) 
(1238) (4568) - - - 
ı (1239) (4569) - - - 
| (1230) (4560) - - - 
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welche Gleichung nach Berücksichtigung von (20.) und der in (f.) einge- 
führten Bezeichnung in die folgende übergeht: ; 

21.)  4.|(1245) (1346) (2356)— (1256) (1345)(2346)| = Ass, 
woraus der Zusammenhang zwischen den Determinanten (d.) und (f.) ganz ; 
klar hervorgeht. 





















15. Um die gegenseitige Abhängigkeit der Determinanten 4 und 4,23; 
zu untersuchen, werden wir einige identische Gleichungen abzuleiten haben. 
Es sei die folgende Determinante: 
234 
341 
412 
123 
(m.) u = 
135 ; 
145 
239 
245 
349 
so können wir den Werth von S mit Hülfe der Gleichung (17.) ermitteln, 
indem wir in derselben die Quantitäten: 
Tı 9ı &ı Pı 
T, Yı &ı Pr 


To Yo PCI Po 
TI) Yo Zu) Po 
dureh die folgenden ersetzen: 
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N . . . AR 2 . 
durch welehe Substitutionen 4 in S, —#: aber. nach Vollziehune der 
3 be) 


\ (1234)’ 
4 hier vorkommenden Umreehnungen, in 
N (2345)°(3451)’(4512)° (5123)° (1234) 


übergeht, so dass 
(22) S = (2345)? (3451)’(4512)’(5123)’(1234)”. 
16. Um den Werth der folgenden Determinante: 
15 
25 
39 
45 
n. = 2 
23 
14 
13 
12 
zu ermitteln, werden wir dieselbe mit der Determinante (m.) multiplieiren, 
wodurch sich ergiebt: 


TS = (2345)*(3451)*(4512)'(5123)'(1234)*, 
oder nach Berücksichtigung von (22.) 
(23.) T = (2345) (3451) (4512) (5123) (1234). 
Schliesslich ermitteln wir den Werth der Determinante: 


1125, 145 
‚123, 145 
234, 145 
‚345, 145 

1234, 345 

1123, 345 |' 
‚123, 234 
‚125, 345 
‚125, 234 
125, 123 


U 


Ad sel af er Pufie : 5 e ve N N .- 
Bere 
Nr 
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indem wir in (23.) die Quantitäten: 
T %ı &ı Pı 
I Yı & Pr 
IT %Y% 3 Ps 
T %ı 2% Pı 
Is Y 3% Ps 


durch die folgenden ersetzen: 


Ss5 Ns ss Tas 
< -_ - -_ 
S123 

" 

234 r P ” 
= . ” - 
S345 

z “ E z 
S145 


durch welche Substitutionen T in U übergeht, und es ist dann: 
(24) U = (2345)’(3451)’(4512)’ (5123)? (1234)°. 


17. Durch die Determinante U werden wir die Determinante 4 
derartig transformiren können, dass sich der zwischen den Determinanten 
(d.) und (g.) stattfindende Zusammenhang ergeben wird. 

Multiplieiren wir also die Gleichungen in (d.) und (p.) mit einander, 
so führt das Resultat der Multiplication zu folgender Gleichung: 


4.U = — (2345) (3451) (4512) (5123)? (1234) 
(1256)(2346) (1236)(3456) (1456)(2346) (1256)(3456) (1236) (1456) 
(1257) (2347) j R R . | 
.| (1258) (2348) Er 
(1259) (2349) A a ö | 
(1250) (2340) 


welche durch Einsetzen des Werthes von U und Berücksichtigung der 
Bezeichnung in (g.) in folgende übergeht: 

25.) Ans = — (2345) (3451) (4512) (5123) (1234) 4, 
wodurch der gewünschte Zusammenhang ermittelt ist. 


18. Um die gegenseitige Abhängigkeit der Determinanten 7 und 
Anz; zu ermitteln, werden wir die Determinante (A.) mit der Determinante 
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in (d.) multiplieiren. Wir haben dann unter Berücksichtigung der in No. 8 
eingeführten Bezeichnungen: 


123, 4561| 
1134, 256| 2| 

145, 2363| 

125, 3464 

Een ‚789, 780151 
Ins I = | 
‚789, 790 6 

789, 8907 


‚780, 7908 
‚780, 8909| 
790, 890 0 


oder durch Ausführung der Multiplication rechts und durch die Bemerkung, 
dass die so entstehende Determinante zehnten Grades in das Produet einer 
Determinante vierten und einer Determinante sechsten Grades zerfällt. hat 
man ferner: 
(1237)(4567) (1347)(2567) (1457)(2367) (1257)(3467) 
(1238) (4568) a . 
(1239) (4569) } ö i 
(1230) (4560) g N 
(7891)(7801) (7891)(7901) (7891)(8901) (7801)(7901) (7801)(8901) (7901)(8901) 
(7892) (7802) k ’ 1 e 
(7893)(7803) j . . . 
| (7894) (7804) - . . 
(7895)(7805) . ; ; j i 
(7896) (7806) . . . r . 


A u 
123456 


Da nun von den rechts stehenden Determinanten die erste nach (21.) 
folgenden Werth hat: 


= 4 \(1245) (1346) (2356) — (1256) (1345) (2346)}, 
die zweite hingegen aus (17.) in leichter Weise den Werth 
= I(1890)' 


erhält, können wir die vorhergehende Gleichung nach Hinweglassung der 
9* 
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gleichen Factoren, wie folgt schreiben: 


























(26.) HA = 4|(1245) (1346) (2356) — (1256) (1345) (2346)} (7890), ä 
welche Gleichung den zwischen den Determinanten (d.) und ($.) stattfindenden 
Zusammenhang darlegt. g 

19. Den zwischen den Determinanten (d.) und (i.) stattfindenden 
Zusammenhang werden wir auf ähnliche Weise ermitteln, wie dies für (d.) 
und (A.) in der vorhergehenden Nummer geschehen ist. 
Multiplieiren wir nämlich die Determinante (i.) mit der Determinante 
in (d.), so ergiebt sich nach Berücksichtigung der in der achten Nummer 
angeführten Bezeichnungen: 
1512, 234 || 1| 
123, 345 | 2| 
234, 4513 
345, 512 4 
R 1451, 123 5 
Ins I = | .. |. | 
‚067, 789 | 
‚678, 8907 
789, 906 8 
890, 067,9 
906, 678.0 
Führen wir ferner rechts die Multiplieation aus und bemerken, dass die 
auf die angegebene Weise entstandene Determinante zehnten Grades in 
zwei Componenten fünften Grades zerfällt, so ist noch ferner: 
| (1256) (2346) (1236)(3456) (1456)(2346) (1256)(3456) (1236)(1456) 
'(1257)(2347) . . - s | 
AN = — | (1258)(2348) - - - - | Ä 
(1259)(2349) k | i . 
'(1250)(2340) - - - - 


|(1670)(1789) (1678)(1890) (1789)(1690) (1890)(1670) (1690)(1678) 
| (2670)(2789) 
-1(3670)(3789) i ä j | 
(4670)(4789) 
‚(5670)(5789) 
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in welcher Gleichung von den rechts stehenden zwei Determinanten 


{ erste nach (25.) den Werth hat: 

i — (2345) (3451) (4512) (5123) (1239) «4, 

f die zweite hingegen den folgenden Werth hat: 
u = — (7890) (8906) (9067) (0678) (6789) 4, 
| der sieh ebenfalls in leichter Weise aus (25.) ergiebt. 

2 Setzt man diese Werthe in die vorhergehende Gleichung ein, so 
findet man nach Hinweglassung der gleichen Factoren: 


BEN nr 
 I= - (2345) (3451)(4512)(5123)(1234)(7890)(8906)(9067)(0678)(6789) 4, 


wodurch der Zusammenhang zwischen den Determinanten (d.) und (i.) aus- 
gedrückt ist. 


Budapest, Juli 1879. 











Ueber die von Möbius gegebenen Kriterien in der 
Theorie der Kegelschnitte. 


(Von Herrn Eugen Hunyady in Budapest.) 





M öbius hat in seinem grossen Werke: „Der barycentrische Caleül‘ *) 
für die 'T'heorie der Kegelschnitte einige sehr wichtige und höchst elegante 
Kriterien angegeben, welche erkennen lassen: 

l. Ob durch vier Punkte eine Parabel möglich ist. 

II. Ob fünf gegebene Punkte eine Ellipse oder Hyperbel bestimmen. 

ll. Ob fünf gegebene Gerade die Tangenten einer Ellipse oder 
Hyperbel sind. 

Der Umstand, dass diese Kriterien bis jetzt in kein Handbuch der 
analytischen Geometrie Eingang gefunden haben, veranlasst den Verfasser 
dieser Zeilen, ihre directe analytische Herleitung nach den häufiger zur An- 
wendung gelangenden Methoden der analytischen Geometrie aufzusuchen, 
und erlaubt sich derselbe die erwähnten Herleitungen in Folgendem mit- 
zutheilen. 

1. Es seien x, y und a, ® die laufenden orthogonalen Punkt- und 
Linieneoordinaten, sowie z;, y; die Coordinaten des Punktes © und «,, ®, 
die Coordinaten der Geraden A. Ferner sei 


ET; Y; 1 | 7 % 1 | F 
Er y 1/=(6k0), u % 11= (kl) ij 
und I 
| u; Pd; | | u; v, 1 | | h 
vo 1=-[40, u u 1=[ial). | 
u ev 1 u ® | 


PER a nn 3 


*) Dritter Abschnitt pp. 371—399. 
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Endlich sei noch 


) 
| 
) 
| 


er | 1 | u, v, 
| zus N x» — Sr: 
k | 


" | 
v, ik 1a '% © 

2. Um die durch die Punkte 1, 2, 3, 4 gehende Parabel zu be- 
stimmen, betrachte man das durch die gegebenen vier Punkte gehende und 
durch die Gleichung: 

(1.) (120) (340)—4 (140) (230) = 0 

ausgedrückte Kegelschnittbüschel und suche in demselben die Parabeln auf. 

Zur Bestimmung derjenigen Werthe von 4, für welche der Kegel- 
schnitt (1.) zur Parabel wird, erhält man folgende in A quadratische 
Gleichung: 
(2.) 1(123)— (234))°2° — 2|(234)(124) + (134)(123)}2 + (134) — (234)? = 0. 


Da nun in der Gleichung (1.) A immer reell sein muss, so lassen sich durch 
die Punkte 1, 2, 3, 4 nur dann Parabeln legen, wenn die Gleichung (2.) 
reelle und von einander verschiedene Wurzeln hat, dies findet aber statt, wenn 

1(234)(124) + (134)(123)1°— (123) — (234)}° (134) — (234) 


Berücksichtigt man ferner, dass die Determinanten (234) ete. durch die 
Identität: 


2 








— 0). 


ı a a 1 
au 1 
r =o60 
12 9 1 
ia y 1 


mit einander verknüpft sind, so lässt sich die vorhergehende Bedingung 
leicht auf die Form bringen: 
(3.)  (234)(134)(124)(125) > 0. 
Sind schliesslich 4, &, £, £, die doppelten Flächeninhalte der Dreiecke 
234, 134, 124, 123, so hat man: 
= +(234), u = +(134),, t = +(124),, = +(123), 

wobei das positive oder negative Vorzeichen zu nehmen ist, jenachdem der 
dem Dreieck (ik!) entsprechende Zug ikli ein positiver oder ein negativer 
Umlauf ist. Es kann daher die Bedingung (3.) nur dann statthaben, wenn 
von den durch die Punkte 1, 2, 3, 4 bestimmten vier Dreiecken einer ge- 
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raden Anzahl positive und somit auch einer geraden Anzahl negative Um- 
läufe entsprechen. 

Denkt man sich drei der vier Punkte, etwa 123, als fest und den 
Punkt 4 in irgend einem der sieben Räume liegend, in welehe die Ebene 
durch die Seiten des Dreiecks getheilt wird, so ist die Ungleichheit (3.) 
erfüllt, wenn der Punkt 4 in einem der sich über die Seiten des Dreiecks 
erhebenden Räume liegt, oder was dasselbe ist, wenn die vier Punkte der- 
artig gegen einander liegen, dass das von je dreien gebildete Dreieck den 
vierten Punkt ausschliesst. Liegt hingegen der Punkt 4 im Dreieck 123. 
oder in den über den Dreiecksscheiteln sich erhebenden unendlichen Räumen, 
so ist die Ungleichheit (3.) nicht erfüllt und in diesem Fall liegt einer der 
vier Punkte in dem von den übrigen dreien gebildeten Dreieck. 

Der Uebergangsfall, in welchem nämlich das obige Produkt ver- 
schwände, muss hier ausgeschlossen bleiben, da dies zur Voraussetzung 
hätte, dass drei der vier Punkte in einer Geraden lägen, was gegen die 
Annahme wäre. 

Es ergiebt sich also: 

„Wenn vier Punkte so gelegen sind, dass das von je drei Punkten be- 
stimmte Dreieck den vierten Punkt ausschliesst, so sind durch die vier Punkte 
swei Parabeln bestimmt, bei jeder andern Lage der vier Punkte geht durch 
dieselben keine Parabel.“ 

Nach Möbius (a. a. O. p. 379) soll die erstere Lage der vier Punkte 
die parabolische und die letztere die hyperbolische heissen. 

Die Einführung der letzteren Benennung soll durch die folgende 
Betrachtung gerechtfertigt werden. Die Bedingung, dass der durch (1.) 
dargestellte Kegelschnitt eine Hyperbel sei, ist 


(123) — (234)]? 2°—2 [(234) (124) + (134) (123)| + 13) (239° > 0, 


dies ist aber bei der vorausgesetzten Lage der vier Punkte immer der Fall. 

Denkt man sich die linke Seite dieser Ungleichheit in lineare 
"aetoren zerlegt, so erhalten dieselben, da für die angenommene Lage der 
vier Punkte 

(234) (134) (124) (123) < 0 

ist, eonjugirt complexe Werthe, und es ist daher ihr Product immer positiv 
und somit jeder der durch die vier Punkte gehenden Kegelschnitte eine 
Hyperbel. 
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« 






3. Sind fünf Punkte 1, 2, 3, 4, 5 gegeben, so fragt es sich, ob 
der durch dieselbe bestimmte Kegelsehnitt Ellipse oder Hyperbel ist. 

Es zeigt zunächst die unmittelbare Anschauung, dass man von den 
fünf gegebenen Punkten immer solche vier auswählen kann, für welche 
parabolische Lage stattfindet; denn denkt man sich etwa das durch die 
Punkte 1,2, 3 bestimmte Dreieck verzeichnet, so werden die noch übrigen 
Punkte 4 und 5 in Beziehung auf das Dreieck 123 entweder beide ausser- 
halb, oder der eine ausserhalb und der andere innerhalb, oder endlich beide 
innerhalb liegen, in welchem Fall man durch Combination der Punkte 4 
und 5 mit zwei Eckpunkten des Dreiecks 123 wieder vier Punkte erhält, 
für welche parabolische Lage stattfindet. 

Angenommen nun, dass für die Punkte 1, 2, 3, 4 parabolische Lage 
statthabe, so lassen sich durch dieselben nach No. 2 zwei Parabeln legen; 
tritt dann zu den vier Punkten noch der Punkt 5 hinzu, so wird man zu 
untersuchen haben, ob 


(4)  |(123)— (234)}?2°—2 (234) (124) + (134) (123)} a+|(134)- (239° > 0, 


wo sich 4 aus (1.) bestimmt, wenn man dort x, y durch «;, y; ersetzt. Im 
ersten Fall ist der Kegelschnitt Hyperbel, im zweiten hingegen Ellipse. 
Denkt man sich die linke Seite von (4.) in lineare Factoren zerlegt, 
so hat man: 
(123) — (234) (4 —4,)A—4)>0, 


wo 4, und 4, die den beiden Parabeln entsprechenden Parameterwerthe be- 
deuten. Von den Ungleichheiten (4.) findet also die erstere statt, wenn 
entweder 
oder 
,/—h,<V und I—-—u,<hN, 
die zweite hingegen, wenn entweder 
oder 
ih <V0 und 4-4,>0. 
Ueberlegt man ferner, dass die Gleichungen der durch die vier Punkte 


bestimmten Parabeln die folgenden sind: 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 1. 10 
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| 
| 








5.)  (120)(340)—4,(140)(230) = 0, 
6.)  (120)/340)—2,(140)(230) — 0 


und in (5.) und (6.) die Resultate der Substitution von z;, y; für &, y sich 
auf die Form bringen lassen: 


(125)(345)— 4,(145)(235) = (145)(235) A —4,|, 
(125) (345) —1,(145)(235) = (145) (235) [a —2,! 


4 


’ 


so ergiebt sich nach den vorangehenden Erörterungen und unter Berück- 
sichtigung des bekannten Satzes, wonach der Punkt z;, y, ausserhalb oder 


innerhalb der Parabel (5.) liegt, jenachdem 1 
1, >8 


und ebenso ausserhalb oder innerhalb der Parabel (6.), je nachdem 
K—h, > ), 


dass der durch die fünf Punkte bestimmte Kegelschnitt eine Hyperbel ist, | 
wenn der Punkt 5 entweder ausserhalb beider, oder innerhalb beider 
Parabeln (5.) und (6.) liegt. Befindet sich hingegen der Punkt 5 inner- | 
halb der einen und ausserhalb der andern der beiden Parabeln, so ist der 
durch die fünf Punkte bestimmte Kegelschnitt eine Ellipse. 

Als Uebergangsfall ist der zu betrachten, in welchem der Punkt 5 
auf einer der beiden Parabeln liegt. 

Die hier gewonnenen Ergebnisse können, wie folgt, zusammengefasst 
werden: | 

„Von fünf gegebenen Punkten lassen sich immer vier auswählen, welche 
zwei Parabeln bestimmen; liegt nun der fünfte Punkt entweder innerhalb beider, 
oder ausserhalb beider Parabeln, so ist der durch die fünf Punkte bestimmte 
Kegelschnitt eine Hyperbel; liegt hingegen der fünfte Punkt innerhalb der einen 
und ausserhalb der andern der beiden Parabeln, so ist der fragliche Kegel- 
schnitt eine Ellipse; liegt endlich der fünfte Punkt auf einer der beiden 
Parabeln, so ist der fragliche Kegelschnitt eben diese Parabel. 

4. Sind vier Gerade gegeben, so ist leicht zu zeigen, dass immer 
eine Parabel existirt, welche die vier Geraden berührt. i 


die vier Geraden berührenden Kegelschnittschaar nach den in (1.) festge- 


Sind die Geraden 1, 2, 3, 4 durch ihre orthogonalen Linieneoor- & 
dinaten «,, ve, @=1, 2,3, 4) gegeben, so hat man für die Gleichung der { 
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stellten Bezeichnungen die folgende: 
(7.)  [120][340]—4[140][230] = 0: 


die der Schaar zugehörige Parabel ist dann durch den aus der Gleichung 


(8.) 828; — Asus = 0 
folgenden Parameterwerth bestimmt, aus welcher Gleichung die obige Be- 
hauptung ersichtlich ist. 

9. Wenn fünf Gerade gegeben sind, so wird gefragt, ob der die 
fünf Geraden berührende Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel ist. 
‚ve; (i=1,2,3,4,5) der 
fünf Geraden 1, 2, 3, 4,5 gegeben, so beantwortet man die gestellte Frage 
durch die folgenden Betrachtungen. 


Sind die orthogonalen Liniencoordinaten x, 


Wählt man beliebige vier von den fünf gegebenen Geraden, etwa 
die Geraden 1, 2, 3, 4, so ist die Gleichung der dieselben berührenden 
Kegelschnittschaar die Gleichung (7.). Tritt zu diesen vier Geraden noch 
die Gerade 5 hinzu, so hat man zur Bestimmung des Parameterwerthes 
von dem die fünf Geraden berührenden Kegelschnitte die folgende Gleichung: 

(9.)  [125][845]—4[145][235] = 0. 
Um nun zu bestimmen, ob der Kegelschnitt (7.) mit dem aus (9.) sich 
ergebenden Parameterwerth Ellipse oder Hyperbel ist, muss daran erinnert 
werden, dass, wenn 
10.) auw+2Pu+yo+2du+2ec+y = 0 


die Gleichung eines Kegelschnittes in orthogonalen Linieneoordinaten ist, und 


KL Bd 
( 1 13 | P Y ed 
de g 


gesetzt wird, der Kegelschnitt (10.) für 


RE 0) und /<-0 Ellipse 
7 und />0 Hoyperbel 
und für 
u | und 40 Ellipse 
und 2<0 Hoyperbel 
ist. 
6. Bestimmt man den Werth von für den die Gerade 5 be- 
rührenden Kegelschnitt der Schaar (7.), so findet man: 


10* 
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pP = 828,|145][235] — s1483 [125] [345] 
und es drücken die Bedingungen: 
(12) s284[145] [235] —s.,83[125] [345] > 0 
aus, dass die Gerade 5 der Parabel der Schaar (7.) nicht begegnet, oder 
begegnet. Fiir das 4 des die Gerade 5 der Schaar (7.) berührendenfKegel- 
schnittes ergiebt sich nach zwar längerer, jedoch leichter Rechnung der 
folgende Werth: 
4 = 4[234][134] [124][123]2 2-41), 
oder wenn man für 4 den sich aus (8.) ergebenden Werth einsetzt und 
dann bemerkt, dass 
(13.)  [125][345]+[1451[235] = [135] [245] 
ist, hat man ferner 


gayırıc ’ a7 |[125][345][135][245] 
(14) 4 = 4[234][134] [124] [123]- ae 


Die identische Gleichung (13.) erhält man, wenn man die Determinante: 





43 Ta 93 
Ges 15 983 
(5 Ts 98% 
einmal mit (132), das andere Mal aber mit (245) multiplieirt. 

7. Um eine Regel für das Vorzeichen von S geben zu können, 
mögen die folgenden Betrachtungen angestellt werden. 

Bezeichnet man mit 4,, den doppelten Flächeninhalt des von den 
Geraden ö, Ak, ! gebildeten Dreiseits, so hat man mit Beibehaltung der in 
No.1 gewählten Bezeichnungen: 

SE 9 AR... EEE 

SkuSsusr 
wobei das obere oder untere Vorzeichen gültig ist, jenachdem ikli ein posi- 
tiver oder negativer Umlauf ist. 

Da nun (AD) immer positiv ist, so folgt aus dem Vorhergehenden, 








dass das Produkt iE 
er 

(16.) Sr Susi E 

positiv oder negativ ist, jenachdem ikli ein positiver oder negativer Umlauf F 


*) Joachimsthal: Sur quelques applications des determinants a la geometrie. Dieses 
Journal Bd. 40, p. 25. 
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ist. Nun ist leicht zu ersehen, dass auch die Determinante [#A/] positiv 
oder negativ ist, jenachdem ikli ein positiver oder negativer Umlauf ist, und 
man hat somit, dass sowohl das Produkt (16.) als auch die Determinante |i kl] 
positiv oder negativ ist, jenachdem der Umlauf ikli ein positiver oder nega- 
tiver ist. 


Werden in (14.) die Werthe von [145]° und [235] nach (15.) aus- 
gedrückt, so hat man 


[234][134][124][1238]  |125][345][135] [245] 
44, ,,.4. ‚ Be $..$, 


245 45 "5114 S 35 52 2 


17.) 4 


Da nun der Zähler des ersten Bruches rechts bei jeder Lage der vier 
Geraden 1, 2, 3, 4 positiv ist, so ist der ganze erste Bruch positiv, weshalb 
das Vorzeichen von 4 bloss von dem des zweiten Bruches abhängt. 4 ist 
somit positiv oder negativ, jenachdem von den Umläufen: 


1251, 3453, 1351, 2452, 1451, 2352 


eine gerade Anzahl positiv (und somit auch eine gerade Anzahl negativ) 
oder eine ungerade Anzahl positiv (und somit auch eine ungerade Anzahl 
negativ) ist. 

Erwägt man ferner, dass wenn zwei Dreiseite, wie i, Ak, 7 und i,m,n 
über ein und dieselbe Seite © sich erheben und die Vorzeiehen ihrer Um- 
läufe gleich sind, die der Seite © gegenüberliegenden Spitzen der beiden 
Dreiseite auf ein und derselben Seite von ö liegen, dagegen auf entgegen- 
gesetzter Seite, wenn die Vorzeichen ihrer Umläufe entgegengesetzt sind, 
so kann man über das Vorzeichen von 4 auch, wie folgt, entscheiden: 

Das Vorzeichen von 4 ist positiv oder negativ, jenachdem von den 
sechs Schnittpunkten der vier Geraden eine gerade Anzahl auf einer Seite 
von 5 (und somit auch eine gerade Anzahl auf der andern Seite), oder eine 
ungerade Anzahl auf einer Seite von 5 (und somit auch eine ungerade An- 
zahl auf der andern Seite) liegt. 

Zieht man hieher noch die Betrachtungen von No. 5 und 6, so lässt 
sich das entscheidende Kriterium ob fünf gegebene Gerade eine Ellipse 
oder Hyperbel berühren, wie folgt, aussprechen: 

Man lege an beliebige vier der gegebenen Geraden die sie berührende 
Parabel, wird nun 

1. diese Parabel von der fünften Geraden nicht geschnitten, so ist 
der Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel, jenachdem auf der einen und 
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folglich auch auf der andern Seite der fünften eine ungerade oder gerade 
Anzahl der sechs Punkte liegt, in welchen sich die vier ersten Geraden 
schneiden. 

2. Schneidet die fünfte Gerade die Parabel, so ist der Kegelschnitt 
eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem auf der einen und also auch auf der 
andern Seite der fünften eine gerade oder ungerade Anzahl der sechs Durch- 
schnittspunkte der vier ersteren Geraden liegt. 

Berührt die fünfte Gerade die Parabel, so ist der fragliche Kegelschnitt 
die Parabel selbst *). 


*) Möbius a. a. O. p. 39. 
Budapest, den 11. October 1879. 
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Der Satz von Desargues über perspectivische Dreiecke. 
Auszug aus einem Schreiben an den Herausgeber. 


(Von Herrn E. Hunyady in Budapest.) 


In Band 84, p. 355 Ihres Journals hat Herr Mertens die Sätze von 
Pascal und Brianchon, sowie auch einen Satz von Hesse aus einigen Deter- 
minanten-Identitäten abgeleitet. In ähnlicher Weise kann man auch den 
Satz von Desargues über perspectivische Dreiecke und dessen Umkehrung 
aus einer Determinanten-Identität ableiten, wie ich dies bereits vor einigen 
Jahren im ersten Bande der hier in ungarischer Sprache erschienenen Zeit- 
schrift „Müegyetemi Lapok“ nachgewiesen habe. Durch den oben er- 
wähnten Aufsatz des Herrn Mertens veranlasst, auf meine erwähnte Arbeit 
zurückzukommen, erlaube ich mir, Ihnen von dem Inhalte derselben Mit- 
theilung zu machen, da sie in einer nur Wenigen zugänglichen Sprache 
erschienen ist. 

Bezeichnet man die aus den beiden Systemen: 

[® a 4; 
u, bb 5b 
e% GG 6 


(1.) 


| 4 m @ 
2) ıb 5b b; 
\« G 6 
gebildeten Determinanten dritten Grades durch (abe) und (a’b’e), ferner 
durch «, ß, y; und «,, P;, y; die Coefficienten der Elemente a, b,, ec, und 
a,, b;, ce, in den Determinanten (abe) und (a’b’e’), setzt ferner 
2; —4M Gm—aa A —AQh| 
3) |bb-bb bb, bbi—beb,| = D, 
| 


! 


! I ! ! ! 
CC; — 6; Cz C — C,6; C,C — CC, | 





und bezeichnet durch 4 diejenige Determinante, die aus D entspringt, wenn 
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man in derselben die Elemente a,, b,, c; a,, bi, c, etc. durch ihre Coef- 
ficienten @&,, Pi, Yı &, Pu Yı ete. ersetzt, so ist 
(4) 4 = (abe)(a'b'c')D. 






ee re 


N 
& 
” . y. . . B . . . . ee 8 
Um die Richtigkeit dieser identischen Gleichung zu erweisen, multiplieire h 
man (3.) mit: i 
4 GG 1 
ie a. @;, | 
5 bb 
wodurch sich nach Hinweglassung der gleichen Factoren 
ee ‚(abb') (a’bb) 
D.) D= h- . j } | i 
'(acce) (acc), ; 
ergiebt, wenn man 
a m 4; 
bi bb = (abb‘) 
| ! 4 
bh bu b 
etc. etc. 
setzt. Auf ganz dieselbe Weise hat man dann auch: 
| BR) (BR) 
(6.) A = | ’ ‘ “ ’ ‚ . | 
kayy) (ery)l 
Die Elemente der hier rechts stehenden Determinante lassen sich noch re- 
dueiren; multiplieirt man zu diesem Zwecke die Determinante: 
5 u | 
eBP)= A Pr Bi 
| a1 DI! 4 
A PP 
mit 
| a, b, C, 
(abe) = dh b, C; |» i 
a4 bb 6 | 








so ergiebt sich nach Hinweglassung gleicher Factoren 
(«BP) = (abe) (a’cc'). 4 
Multiplieirt man ferner («yy') ebenfalls mit (abe); («'PP’) und («'yy') aber 
mit (a’b’c’'), so findet man: 
(ey7) 
("PP") 
(adyy') = (a'b'c') (ab). 


l 


(abe) (a’bb'), 
(a'b’c') (acc), 


I 
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Durch Einsetzung dieser Werthe in (6.) ergiebt sich endlich 


ä rn) (abb) (a’bb')‘ 

N d= (abe)(ab’c)| ' : ı\ I 

‘ ı(ace) (acc)| 

3 ER " REED u ’ ' . 

4 welche Gleichung nach Berücksichtigung von (5.) in die Identität (4.) 

übergeht. 

| Bedeuten nun in (1.) und (2.) die in den Zeilen stehenden Quantitäten 

die homogenen Coordinaten der Eckpunkte zweier Dreiecke abe und a’b'c', 

so beweist die identische Gleichung (4.) den Satz von Desargues über 

| perspectivische Dreiecke; bedeuten hingegen dieselben Grössen die homo- 

genen Liniencoordinaten von zwei Drei-Linien-Systemen, so ergiebt sich 

aus derselben Identität die Umkehrung des Desarguesschen Satzes. 
Budapest, den 5. Juli 1879. 
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Remarque relative au memoire de M. Sylvester sur 


les determinants composes. 
(vol. 88, p. 49.) 
(Par ©. W. Borchardt.) 





Dans une correspondance qui vient d’avoir lieu entre M. Sylvester 
et moi, M. Sylvester m’a autorise de retirer en son nom le theor&me sur les 
determinants composes qwil a @nonce p. 56 et 58 du volume 88 de ce 
Journal. 

Soit propose un determinant dont les @el&ments forment a+b+:-+2 
lignes horizontales et autant de colonnes verticales. Choisissons « quel- 
conques des a premieres lignes, $ queleonques des 5 lignes qui suivent 
ete., enfin & quelconques des z dernieres lignes; choisissons de m&me « 
queleonques des «a premieres colonnes,  queleonques des 5 colonnes qui 
suivent ete., enfin & queleonques des z dernieres colonnes, et formons le 
determinant de lordre &+ß+---+{ de tous les el&ments qui se trouvent 
dans les lignes et colonnes choisies. Le determinant compose forme& de 
tous les determinants possibles du genre indique est ce que M. Sylvester 
designe par la notation 

(@A,PB,...°2.). 
De plus le determinant simple forme des a premieres lignes et colonnes 
est designe par (A), le determinant forme des a+b premieres lignes et 
colonnes est designe par (AB) et ainsi de suite. Cela pose, on trouve 
p. 58 l’&quation: 
log(*A,PB,...°Z,) @ 
(a—1, a)(b—1, P)...@—1,)) aa 











log(A)+F ——, „a log(AB)+--- 


ee 5 a = log(AB...Z), 





dans laquelle 
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C'est cette Equation qui se trouve en defaut et sur laquelle M. Syl- 
; vester se reserve de revenir dans une autre occasion en se bornant & present 
A la retirer purement. 

Pour connaitre dans un cas simple la modification que la formule 
de M. Sylvester doit subir, considerons un determinant de a+b lignes et 
& d’autant de colonnes. Dans ce cas la formule de M. Syivester se r&duit & 

log(*A,PB 

a NL 2 108 (A )+57 E 
Faisons a=b=2,«a=fP=1. Alors la formule donne 
log('A.'B,) = log(A)+log(B)+log (AB) 


TEEN EN ER: 








EB) + zz log(AB), 


ou 
(A, 'B,) = (AB).(A)(B). 
r 
Considerons le determinant 
2 D = (AB) 
& E 
du quatrieme ordre forme des el&ments cf, ö et k prenant les valeurs 1,2, 3, 4, 

| et POSONS 
2 | a 
j (4) = =a@ ne. 
t Les quatre indices 1, 2, 3, 4 etant divises en deux classes 1, 2 et 3, 4, 
n | il y aura quatre combinaisons de deux indices i, @ telles que i, © soient 
i | de elasses differentes et deux combinaisons telles que i, ö soient de m&me classe. 
° Le determinant compose 4= ("A,'B,) est dont le determinant du quatrieme 
t | ordre form& des 16 quantites # 4 dans lesquelles les indices superieures 
o | ou inferieures ont les valeurs 13, 14, 23, 24. Ce determinant du quatrieme 
r Ä ordre peut &tre presente sous la forme du determinant du sixieme ordre: 

13 13 13 13 13 13 

i (13) (1a) (3) (34) (12) (5 

14 14 14 
: u (13) (14) (33) (2) (12) (31) 
t 4 23 23 2 23 
8 = (13) (4) (3) &) (RB) 4). 

© 24 24 24 

i (3) (i ) (2 3) 1 (1: 2) ( 


0 0 Ö 0 0 l 


Soit | 2 le determinant du second ordre par lequel 15) se trouve 
multiplie dans le determinant D=(AB) et formons le determinant du 


sixieme ordre 
2 





'f13] [13] [137] [13] [13° 
L13J LiaJ L23J L241] Lı2, 
143 fl4] [141] [141] [147 
133 L14J L233 L24J L12]| 
2313 [231 [231] [231 f237 
113] L1iAJ L23J L24]J Lı2l 
247 f241 [241 [241 [24 
L13J L14J L231J 1L24J LI12| 
121] r1i213 ri27] [127 [12)} 
1154 L14J L2343 L24J LI12_ 
7341] [34] [34] [34] [34 
1.131 LıaJ L231 1241 L12L 
dont la valeur est, comme on sait, 


= PD. 


N 
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151 
34 _ 
16 1 
34 | Fi 
[237 & 
34 | 
2417|’ 
| 34 | 
123 
| 34 | 
347 








; 











54 | 


En multipliant les deux determinants 4 et 4’ et en y appliquant les 
formules pour la composition des determinants, les el&ments composes etant 
formes par la combinaison d’une ligne quelconque de 7 et d’une ligne 


queleonque de 7’, on obtient 


ı D 0 0 0 0 

Ö D 0 0 0 

0 0 D 0 0 

AN = Ö 0 0 D 0 


137 [14] [23] [24] [127 
.12J Lı2J Lie] Lı2J Lie] 
137] [141] [23] [241] [12 



































1343 L34J L34J 1L34J L34L 


ou 


+ =D B]E)-[RE) 


La quantitE qui se trouve entre les cerochets 


ecrite sous la forme 
(12)(634)-(34)(12)) 


done en divisant de part et d’autre par D° on obtient 


=D) 


© © © 


[ 34 7 
[12 | 
f 34 7 
| 34 | 











peut &egalement £tre 





Les determinants (5) (5) sont identiques aux determinants (A), (B) de 


la formule de M. Sylvester. Le determinant 4= ("A,'B,) a done, comme 


dans la formule de M. Sylvester, la propriete d’etre divisible par le deter- 





a 


Ba 
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. z . . . “A 12 34 . . 
minant D= (AB), mais le quotient, au lieu d’&tre (13 )(34 ‚ est l’expression 


(HEIL Ey 
12 /\ 34 54 12) 

Je me borne & ce cas partieulier. Lorsque l’&minent g&ometre qui 
a enrichi de si belles decouvertes la theorie des determinants et V’algebre 
des fonetions entieres en general, et dont les contributions forment un 
ornement bien precieux de ce Journal, reviendra sur sa theorie des deter- 
minants composes et qwil voudra bien destiner pour mon Journal la recti- 
fication dont sa formule generale est susceptible, il nous fera eonnaitre, on 
peut en &tre sür, un progres nouveau que cette branche de l’algebre devra 
a son Initiative. 
Berlin, 4 fevrier 1880. 








Beiträge zur Theorie der Determinanten. 
(Von Herrn E. Fürstenau.) 





I. E: seien die beiden Systeme von resp. (”-+1)’ und rn’ Elementen 


A Mr +. Am 
A 4,1 . ° “ An b,, . . . b,. 
A, A,ı . . . Ayun b, . . . b,. 


vorgelegt, und A, B die aus denselben gebildeten Determinanten (n+1)ter 
und »ter Ordnung, so hat man folgenden bekannten Satz: 

Man leite aus B n+1 neue Determinanten B“ her, indem man für 
die Elemente b,, der ersten Horizontale *) der 5 die entsprechenden 
Elemente a, der (“+1)ter Horizontale der a (unter Ausschluss von 
a,,) substituirt, und multiplieire jede so gebildete Determinante B\ 
mit derjenigen Unterdeterminante »ter Ordnung A, von A, welche 
sich in A in das ausgeschlossene Element a, multiplieirt findet; 
dann verschwindet die über alle a+1 Werthe 0. 1,... n von i 
genommene Summe der Produete 

= A, B. 
Dieser Satz ist folgender Erweiterung fähig: 

Gresetzt die Elemente der letzten »—m Horizontalreihen der b 
seien den entsprechenden Elementen derselben Horizontalreihen 
der a (unter Ausschluss der Elemente a,,) gleich, man habe also für 

e=m+1l, m+2,...n; W"=1,2,...n, 
6. = Din 
wo m von Null verschieden angenommen wird. 

Unter dieser Voraussetzung leite man aus B m-+1 neue Deter- 

minanten B® her, indem man für die Elemente b,, der ersten 


*) Ein ähnlicher Satz lässt sich, wie sich von selbst versteht, für die Vertical- 
reihen aussprechen. 


ERLERNEN Te ber nie 


LEERE 
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Horizontale der b die entsprechenden Elemente «a, der m+1 ersten 
Horizontalen der a (unter Ausschluss von «,) substituirt, und mul- 
tiplieire jede der so gebildeten m+1 Determinanten B® mit der- 
jenigen Unterdeterminante »te" Ordnung A, von A, welche sich 
in A in das ausgeschlossene Element a, multiplieirt findet; dann 
verschwindet die über alle m+1 Werthe 0, 1,... m von i ge- 
nommene Summe 


5 AB". 


i—) 


In der That, man bezeichne mit S die in Rede stehende Summe 


und setze 
ZU... _ 8B 
‚Zus da;; ’ ur Ob; ’ 
dann ist 
j kn 
BB" = = a,Bu; 
folglich 
i=m kn 
S = < z Aua;,B;r. 
| | Man kehre die Ordnung der beiden Summationen um und bediene sich der 
| | bekannten Identität 
) ; 1 1 
= z A,d; 
so geht S über in 
. ' i=n kn 
d S=— 5 23 Aua,.Bı- 
Q i i=m+1k=1 


Für die Werthe 
jmn+l w42 .. 5 el... 


auf welche sich diese Summe erstreckt, hat man aber der Annahme nach 


h E 6, = bi; 
E folglich 
1 x i=n kn 
h 2 S-— 2 & Aub;Bir. 
5 i=m+1 k=l 
5 Ist nun, wie angenommen worden ist, m von der Null verschieden, 
H also mindestens =1, so erhält <=m+1,m+2,...n» lauter von 1 verschiedene 
; Werthe und man hat daher 
u kn 
R E = b,B,, _. 0, 
N e i = 
h: woraus der zu beweisende Satz 


- W s=0 
; folgt. 
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Der Fall m=0, in welchem sämmtliche Elemente b mit den ent- 
sprechenden a zusammenfallen, bildet einen Ausnahmefall, denn in diesem 
Fall redueirt sich die Summe $ in ihrer ursprünglichen Form auf den 
einen ©=0 entsprechenden Term derselben, d. h. auf 


kn 


Au Az B.: 
bee 1 


oder, da Au=B ist, auf 
k=n 
b 3 A x B,.; 


k—=1 
was im Allgemeinen von Null verschieden ist. 

II. Man denke sich die Elemente einer Determinante „ter Ordnung in 
2n-+1 der Diagonalreihe parallele Reihen geordnet, sodass die » diagonalen 
Elemente a;,; die mittlere Reihe bilden, ihr zunächst auf beiden Seiten die 
Reihen von a—1 Elementen a;,., und a;,,,; folgen, hierauf die beiden Reihen 
von a—2 Elementen a;;,, und a,.,; u.8. w. und endlich die beiden äussersten. 
nur aus einem Element bestehenden Reihen a,, und a,.. 

Lässt man die Diagonalreihe ungeändert und multiplieirt die ihr 
parallelen Reihen auf der rechten Seite, in der Ordnung, in welcher sie 
auf einander folgen, mit 0, E°, ... e", auf der linken Seite dagegen mit 
0", 0”, ... 0”, wo eo eine willkürlich anzunehmende Grösse bedeutet, so 
bleibt die Determinante ungeändert. 

In der That, die angegebene Aenderung der Elemente lässt sich 
k—i 


dahin zusammenfassen, dass allgemein a,, mit 


o*“ multiplieirt wird. Der 
allgemeine Term 

+ 4,, @;4, +++; x, 
der Determinante wird daher mit 


kıtkat.. tk, lütlst..ti,) 
9 


multiplieirt, d.h. mit 0'=1, da sowohl die Indices i als die Indices k eine 
vollständige Permutation der Zahlen 1 bis » bilden. 

Der bekannte Satz von Janni, wonach eine Determinante ungeändert 
bleibt, wenn man das Vorzeichen aller Elemente mit ungerader Summe 
der Indices ö+A gleichzeitig ändert, ist, wie man sieht, nur der besondere 
Fall des obigen Satzes, in welchem e = —1 gesetzt wird. 

Berlin, im Juni 1879. 
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Ueber die Reduction Abelscher Integrale auf niedere 


Integralformen, speciell auf elliptische Integrale. 


(Von Herrn Leo Königsberger in Wien.) 


\ 
Neien 


Yın, Ya «ee Un 
verschiedene algebraische Functionen von x, also Lösungen von n alge- 
braischen Gleichungen 
yet He) = 0 
(1.) hen layer + fe lke)y“ +e+fu(®) =V 


ya ya ke) ya ke) = 0, 


deren Coeffieienten rationale Funetionen von z sind: seien ferner die Abel- 
schen Integrale gegeben 


@) 4 = / "Fi, y)da = "FR, (e, we, u. = / "F,(z, y,)de, 


worin Fı, Fı, ... F, rationale Funetionen bedeuten. Es mögen weiter n 
algebraische Verbindungen zwischen diesen Abelschen Integralen und den 
Variabeln &,, ©. ... x, durch 


Bu en Bu re Belle Br Ban ee Ba) 


bezeichnet werden, und endlich werde zwischen jenen Integralen und den 
Variabeln eine Beziehung von der Form angenommen 


8): Falk) Ad ll, dr a +) = (0, 
in welcher F eine algebraische Verbindung bezeichnen soll und g,, %.. ... g, 
solche transcendente Functionen bedeuten, welche als Integrale alge- 
braischer Differentialgleichungen definirt werden, deren unabhängige Variable 
die resp. Functionen fi, fi, --- f, sind — also die allgemeinste Beziehung 
zwischen den in Rede stehenden Integralen, wenn wir von solehen Transcen- 
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denten absehen, welche etwa durch bestimmte analytische Bedingungen 
definirt sind, ohne algebraischen Differentialgleichungen Genüge zu leisten. 

Es wird leicht zu zeigen sein, dass die Gleichung (3.) zusammen- 
fällt mit einer einfach herstellbaren algebraischen Beziehung zwischen den 
Integralen J,, 5, ... J, und den Variabeln ©, ©, ... x... Denn seien 
die algebraischen Differentialgleichungen, denen der Voraussetzung gemäss 
die transeendenten Funetionen 


Hl PAfdı - + Pfr) 
| dp, dp, d’'g, 


| dp, d’y, eu p, 
| > >) 5 "u i ... = ) 
( ®: (h. P2} Ar - er ( 


genügen, 


(4.) 


dy, dp, d 2 
a Pz> + df: ° u... df* N 0, 


in welchen die &-Funetionen algebraische Funetionen der in ihnen ent- 
haltenen Grössen bedeuten, und differentürt man die erste der Gleichungen 
(4.), wenn A,+%++.-+4, mit &% bezeichnet wird, &24—4, mal nach fı, 
die zweite D4—4, mal nach f, u. s. w. endlich die letzte F3—4, mal 
nach f,, ferner die Gleichung (3.) &4 mal nach einer der Variabeln &,, 
Ts... %,, 8o erhält man dureh die Gleichungen (3.), (4.) und die durch 
Differentiation abgeleiteten Gleichungen 
->2i+x-+1 
Bestimmungsgleichungen zur Elimination der zF4-+xz Grössen 


Yı, f2;5 En VZE 


d 4 ı d 'p L d=’ p . 
af, df? His df=’ ’ 
Un. dp, 
Tara 
r a’ fx d=’f, 


Faller er >26 
woraus sich eine Beziehung 
Bi Bruch de ee 
oder anders geschrieben 
8) wid, da, 


Js Tı, I, ... ©.) — () 





P ao Be OR air cn u a 2 ua 
Y VRR er Ing Dh EN ET ne ” y BER a hi rg: 
A ee a ee RE ET RT 
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ergiebt, in welcher w eine algebraische Funetion der in ihr enthaltenen 
Grössen bedeutet. Es mag noch hinzugefügt werden, dass die Annahme. 
die Differentialgleichungen (4.) seien algebraisch, insofern unwesentlich war, 
als die Voraussetzung, dieselben seien transcendent,. aber die in denselben 
vorkommenden Funetionen transcendenter Natur seien wieder Integrale 
algebraischer Differentialgleichungen, durch Elimination genau wie oben 
beseitigt und das Problem auf algebraische Differentialgleichungen zurück- 
geführt werden kann. 

Um die Form der algebraischen Beziehung (5.) festzustellen, werde 
vor Allem angenommen, dass nieht schon zwischen einer geringeren Anzahl 
als » von den Integralen J, J, ... J, und den Variabeln ©, ©. ... r 
ein algebraischer Zusammenhang stattfindet. indem wir sonst diesen der 
weiteren Untersuchung zu Grunde legen würden. Sei nun x, eine der un- 


i 


abhängigen Variabeln, und differentiiren wir die Gleichung (5.) nach z,., so 
ergiebt sich 


ow Ö J oO W 0J, ow oJ, +( Oo \ Q 
| > =——- + —+:..+- ra = NV, 
oJ), 02, oJ, oo, oJ, Oz, Or, / 


en 


” oW . . » . . 

indem (= ) den partiellen Differentialquotienten von genommen nach 
J ı 

allem, was ausser J, J,... J, von x, abhängig ist, bedeuten soll. Die 


n 


Elimination von J, zwischen den Gleiehungen (5.) und (6.) liefert, da 
oJ. oJ, oJ, 


der Definition der Integrale gemäss algebraische 


«dr, 


de! Au 
rer 
Funetionen der Variabeln darstellen, eine Beziehung von der Form 


ds. (U, A. nA Ts Lo oo. LT, — 0, 


welche in Folge der Annahme, dass nicht schon zwischen weniger als 
n Integralen eine algebraische Beziehung bestehen sollte, identisch befriedigt 
sein muss; jeder beliebige Werth von J, genügt somit diesem Eliminations- 
resultat unabhängig von den Werthen von J;, J,, ... J,, oder anders aus- 
gedrückt, es bestehen die Gleichungen (5.) und (6.) gemeinsam für jedes 
J,, wonach jetzt für J, ein beliebiger Integralwerth d. h., „+ u, gesetzt 
werden darf, wenn u, eine willkürliche, mit dem Werthe von J, in keinem 
Zusammenhange stehende Constante bedeutet. Es giebt also zu jedem 
Werthe J,+ u, auch immer einen Werth von J,. welcher beiden Gleichungen 
genügt und der also vermöge des Integralausdruckes von J, nothwendig 
in der Form enthalten ist J,+ u,, worin «u, eine von ı, abhängige Constante 
bedeutet; für willkürliche, von J, unabhängige Werthe von «, wird daher 
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mit Beibehaltung der früheren Werthe von 5, Ji, ... J„ die Gleichung 
erfüllt sein 
8.) vlehti, Ati, Ir: ds 2 ie.) = U 

Drückt man in der Gleichung (8.) J,+u, als algebraische Function 
der übrigen Grössen aus, so werden für gewisse Werthe von w., sich ver- 
schiedene Wurzeln der algebraischen Gleichung ergeben können; da aber 
deren Anzahl nur eine endliche ist, «, aber alle Werthe besitzt, so wird 
es jedenfalls ein Continuum von Werthen von «, geben, für welche diese 
Wurzel dieselbe ist, und für eben dieses Continuum von «,-Werthen für 
irgend einen Werth von J; sei 

9.) J+u=wlhte, I, ..: Is + 2)=wlhtin), 
worin Jr... I, Cıy... 2, nicht in die Funetionalbezeichnung aufgenommen 
sind, weil die nächstfolgende Gleichung für beliebige Werthe von J), und 
«, ohne Abhängigkeit der andern Grössen ausser «, von diesen gilt. Setzt 
man die Gleichung (9.) in die Form 

(10) wo(h+w) = w(J)+u,, 


oder indem man J=0 setzt und daraus 


, = @(w)— (0) 
folgert, in die Form 
(11) wo(h+m) = w(A)+w(u,) — w (0), 
und differentürt die Gleichung (11.) successive nach den von einander un- 
abhängigen Grössen J, und w,, so erhält man 
vo (S,+w)=w (I), w(J+ u) = W(u,) 


oder 


(JS) = Ww(u,), 
d.h. ©'(w) ist von seinem Argumente «# unabhängig, also 

oh) = ah+%, 
worin ec, und c, von J), nieht abhängen; da aber nach Gleichung (10.) 

(htm) +e = ah+o+ u 

sein soll, worin «, nieht nur eine von J, unabhängige sondern eine con- 
stante Grösse sein soll, so folgt aus ce, = u,, dass auch e, eine Constante 
sein muss. Da man nun ebenso J, und J; herausgreifen könnte und dann 


als Form von J, 
C; J; + C; 
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FE 


NER TE TE FOR 








—_ 
L) 





N A a 


a 


RT TE rn He in 


ER RER 


SR er el NAT 


Si eh 





kaıks 


Königsberger, zur Reduction Abelscher Integrale auf elliptische. 


n 


erhalten würde, u. s. w., so ergiebt sich, dass der zwischen J,, Jh. ... J 
stattfindende Zusammenhang ein linearer sein muss von der Form 

(12) aJtmh+-+a,J), = u, 
worin a noch eine algebraisch aus den Variabeln z&,, &;, ... z, zusammen- 
gesetzte Function bedeuten kann. 


Indem wir nun die constanten Multiplieatoren in die Integrale hin- 
einziehen, ergiebt sich als allgemeinster zwischen Abelschen Integralen be- 
stehender Zusammenhang eine Gleichung von der Form 


9 


(13.) S "Fla,y)de+ f "Fa y)da+t--+/[ "F.(a,y)de = u 


worin a eine aus den Grössen &,, 2%, ... z, algebraisch zusammengesetzte 
Funetion bedeutet, die Y,, %2, .-. 9. durch die Gleichungen (1.) definirte 
algebraische Functionen von z vorstellen, und von den Variabeln &,,2;,... x 


die Grössen &,, &2, ... x, von einander unabhängig, z,;1, Zu42, -.- z, von 
diesen abhängig sein mögen. 

Man kann nun diese vermöge der Voraussetzung allgemeiner alge- 
braischer Relationen zwischen den Variabeln nicht weiter zu behandelnde 
Transformationsgleichung durch Zurückführung jener Beziehungen auf 
rationale vereinfachen und der weiteren Untersuchung zugänglich machen. 
Setzen wir nämlich die Gleichung (13.) in die Form 


Fa, y)dr+ "Fa, y)de+ + f"" Fe, y.) da 


Zm+1 y E77 7 \ 
-/ For (2; Yarı)da— + — F(e, y‚)de+u 


und bezeichnen die den Werthen 


(14.) 


Is L;. m cz 'm-+-1* u we c 


m») 


entsprechenden Werthe von 


Yı, Ya, . Yms YUm+i1s nd Y 
resp. durch 


U FRE | 
seien ferner die algebraischen Gleichungen, welche &,,,. ... z, von 


2%, 2%, ... 2, abhängig machen, 


m» ER #3 n.: 


n 


Bu Zn ieh... A ii ar. a) et, 


m 


und diejenigen, welche Y,„,.. ... Y, mit ©, ©, ... x, verbinden und 


ım 


durch Elimination aus den Gleichungsystemen (1.) und (15.) hervorgehen, 
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nachdem in das erstere Gleiehungsystem resp. &,;1, -.. 2, statt = gesetzt 


. 


worden. 


|. 


(16.) Fall a a ER A ee A et, 

so wird man sich durch Multiplieation eine Gleichung 
(17.) W= 0 

herstellen können, von welcher die Grössen 

Y 


n» 


7 7 
Dn+13 LT n-+?2 “ ... IL. E) }) m-+ | i) Y U 


m-+?2 9 
Lösungen sind, und bilden wir sodann eine lineare Funetion mit constanten 
Coeffieienten 

t zn Ü, +1 In 4-1 + Aur2 LT n-+2 + +4, LT, 


+ b,, +1 M. 1 + 5; 2 Y.+r.+ + b, Y, + cu, 


so ist einerseits leicht zu sehen, dass sich £ als die Lösung einer alge- 


(18.) 


braischen Gleichung Y=0 darstellen lässt, deren Coeffieienten rationale 
Funetionen von 2, &:, ... x, Sind, indem man nur zwischen den Gleichungen 
(15.), (16.), (18.) und der Definitionsgleichung von a die Grössen 2,41. --- 7. 
Yarı» --. Y, und « zu eliminiren braucht, oder auch sich als Lösung einer 
irreduetibeln Gleichung 

(19.) = V 


auffassen lässt, deren Coeffieienten rationale Funetionen von &,. &, ... X,. 
Y.. Y».... Y, sind, andererseits ist aus bekannten Sätzen über die rationale 
Ausdrückbarkeit einer rationalen Function der Lösungen einer Gleichung 
durch eine ähnliche Funetion derselben unmittelbar zu erkennen, dass, 
wenn man noch 2(2—m) der Gleichung (18.) analoge lineare Funetionen 
VON Lurın see Dus Yanzıs ++ Y., a mit eonstanten Coefficienten herstellt, deren 
linke Seiten sich nach dem eben angeführten Satze rational durch £ und 
die Coeffieienten der Gleichung W=0 d.h. rational durch t und &,, &., ... z,. 


Y.Y:.... Y, ausdrücken lassen, man die Grössen 


Um+1s Ln+23 BR Ts PER Buis: m. # 


a A re 
betrachten können. Gehen wir nun zur Gleichung (14.) zurück, so erhalten 
wir dureh Differentiation 

F, (=, ’ Y,) dx, + F; (X i) Y,) dx; +: - + F,, (2, b) Y,„) dx, 
u Fa (Bar Ya+ı) dt.+ı  \ F, (®, b) Y,) de, + du, 


oder vermöge der zuletzt gefundenen rationalen Ausdrückbarkeit der Grössen 


u 


als rationale Funetionen von £ und &, ©, ... X 


(20.) 
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Euzıy 2, der zugehörigen algebraischen Irrationalitäten und der Grösse « 
(21.) P, dz,+P,.dx. +: + P.dı, _— 0, 
| worin 
AR Re 
; rationale Funetionen von 
3 A 
i sind. Da nun aus der Unabhängigkeit der Grössen &,, ©, ... x, die 
R Existenz der Gleichungen 
N i | 
, 22) P,=0, R=0, ... P,=0 
ä folgt, so würden zugleich mit der irreduetibeln Gleichung (19.) auch noch 
3 andere algebraische Gleichungen in t bestehen, deren Coeffieienten rationale 
; Funetionen von £,, &, :.. &u> Yı. Y. ... Y, sind, und es werden daher 
" alle Lösungen von (19.) wegen der Irreduetibilität dieser Gleichung auch 
E allen Gleichungen (22.) genügen müssen. Seien sämmtliche Lösungen der 
Gleichung (19.) 
y y b,, . . . l; 
und werden die rational von der i-Grösse abhängigen Werthe von 
Ln+1} Tu»  FRRR u Bu U, PL P:, u 2 
K4 für 2=1t, mit 
1e ö N er u U FR, ... P 
5 "= bezeichnet, so wird die Existenz der Gleichungen 
Ss % 
). Pin Bu = Aa) _ 
N } P;” eh 0, Pi ) ya 0, A P« se 0 
- die Gleichung 
N x t 
2 Pi? de, +P3’ da.» +-+PYdx, = 0 
1 a . 
» und somit der Beziehung zwischen (14.) und (21.) entsprechend die 
- Gleichung nach sich ziehen 
& 7, \ "2; \ "Zn 
> | S F,(z, yı)daz+ / F;(z, yı)dat+ / F,„(z, y„)de 
rd i | ze), ce) | 
B ‘ ds m | 4 u m+? 
& (23.) €“. u; ” F..1(2, Ynyı)da— / t Fa+2(%, Yın „)de— + 
en & 
Ed 
A 2(e) N / a 
& "2 / * F.(&, y,.) de+w), 


= worin 
| Yn+1(2(),) = Ye), sh Yn (2®) == y“) 
zu setzen ist, 
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Addirt man diese aus «@=1, 2, ... 0 entstehenden Ö Integralglei- 
chungen, .so ergiebt sich 


of "F.(@, yı)da + "Ri, y)de+-- +/ Fr, Yn) de! 


f 


(24.) Ri (0) Ö » r(e) 0 
an > 7, "+41, ,.(z, Un )dR—— Zef “ F,(e, y)de+ Zuu‘”, 


worin die Grössen 
a 
rationale Funetionen von 
Li, Er, 20. Inn Y.. Y,, ... Y. und 1° 
sind. 


Nun lässt sieh nach dem Abelschen Theorem 
Ö :r(«) 
Eu / ua ru, Yn+,)dx 


in die Summe einer festen Anzahl o,„,;, gleichartiger Abelscher Integrale 
verwandeln, deren obere Grenzen sich als Lösungen einer algebraischen 
Gleichung e,,;,!*? Grades darstellen, in welcher die Coeffieienten rationale 
symmetrische Funetionen von 


1 (2) d) 
den Lntxs u. SC. = 


'm+z» 


(@.) 
a 1 7(?) Ö) 
ER But. a0. E22. 





also nach dem Obigen rationale symmetrische Funetionen von t,, &, ... ty, 
somit rationale Funetionen von 


mn 


I: ee 


sind, während die zu diesen oberen Grenzen gehörigen algebraischen Irra- 
tionalitäten sich rational durch die resp. oberen Grenzen und die Grössen 
(3) ausdrücken ‚lassen, wozu noch algebraisch-logarithmische ebenfalls in 
allen jenen Grössen («.) symmetrische, also in den Grössen (P.) rational 
ausdrückbare Functionen hinzukommen. Es wird somit die Gleichung (24. 
durch die Beziehung ersetzt werden können 


Ö SR (zT, Yyı) de +" F, (T, Y%:) de-+--- + / Tn F,, (zT, Y) de! 


(25 \ Pm+1 a On »&(e) i 
| % ji 7 N Fa+ı (zT, Yn41) de — As Se / ; F,(z, y.)d 


1 «/ 


+U+4,logeV, +. +4A,logTV,, 
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in welcher 


er ri 


0 


rationale Functionen der Grössen (?.), und A,. A,. ... A, Uonstanten sind. 

Es ist aber unmittelbar ersichtlich, dass wir statt der letzten 
Gleichung nur diejenige zu behandeln brauchen, welche wir erhalten, wenn 
wir %, %, ... X, resp. den unteren Grenzen der entsprechenden Integrale 
gleich setzen, da wir nur ebenso mit je »—1 der anderen Variabeln 
zu verfahren und die einzelnen so entstehenden Gleichungen zu addiren 
haben, um eine Beziehungsgleichung von der Form (25.) zu erhalten. Be- 
zeichnen wir die Lösungen der Gleichungen: des Abeischen T'heorems, wenn 


nB=B='"=z2„=( gesetzt wird, mit 
(@) (a) (a) 
m+13 “m+?73 a en 9 


die diesen Grenzen entsprechenden algebraischen Irrationalitäten durch 


n\“) A <i. 


im+1» in 3 
so folgt für die aus (25.) sich ergebende Gleichung 


Ym-+1 »/Ic) 


ı f?ı (te) pi) - - N) 
26.) 1 / F,(z,y)de=— 3. Ta RR Ya)dae——E. / ” F,(z,y.)de 
—_ [ « ji [3 1 “ 
+u+A,logoe, +4, logo, + --+ A,loge,. 


in welcher u, ©,, ©, ... ©, die durch jene Speecialisirung der Werthe von 


%, I, ... 2, aus U, V,, V,, ... V, hervorgegangenen Grössen sind, dass 


die Grenzen der Integrale je einer Summe Lösungen algebraischer Gleichungen 
von der Form 


m+ Om+171 Om+17° N 7 
tt, Ya +9, Ya ti ++p, (a, Yı) = 0, 


> 


ya 


Om+? Om- a—1 | O,m-+27* r 
\ 2 n4 +wv,(z, Y.)z'' +2 +v,(#,, Y.)z 2 ah u RO 7 Y,) = U), 


DV 
|] 


-1 


2" + Yılzı, Y.)z" 7 Ka (2, AT + a Kon (Ts Y,) — () 
sind, in denen die , w, x rationale Functionen von x, und Y, bedeuten, 


während im Allgemeinen 
ne) n\e) SR N 1a ) 


m+1? m+?7% 
sich rational durch z,, Y, und die zugehörigen Werthe von 


(«) f(e) (a) 
om+is Gm+?2+ „an, Er 


ausdrücken lassen. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 2. 
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Aber es wird sich die durch die Gleichung (26.) ausgedrückte Trans- 
formationsbeziehung noch auf eine einfachere redueiren lassen, indem sie 
sich im Allgemeinen auf eine solche für Integrale erster Gattung zurück- 
führen lässt. Betrachten wir nämlich eine der Gleiehungen (27.), z. B. die 
erste derselben, so folgt für jede der Lösungen dieser Gleichung 

(28.) Er, = w(2,,Y,, Ce) )da,, 


worin » eine rationale Funetion der in ihr enthaltenen Grössen bedeutet, 
und multiplieirt man diese Gleichung mit einer solehen rationalen Ver- 


bindung von £@), und n;, 


en): 
dass 
ta HT a 
ein Differential erster Gattung ist, so wird, weil 7%), nach dem Obigen 
sich im Allgemeinen durch z,, Y, und {%), rational ausdrücken lässt, 


(ce) ,, 7 acer, = 2z,Y 1» ce) ) dx, 
sein, worin 42 wieder eine rationale Verbindung darstellt. Durch Summation 
über «@ von 1 bis o„;, ergiebt sich 


Im Im+i 
u (a) a@) ”(«) . 
Sa (on+ı, eye, = a =« 2(e,, 19 a: ‚)da,, 
1 


oder weil die rechte Seite eine rationale symmetrische Function der Lösungen 


der ersten der Gleichungen (27.), also rational durch x, und Y, ausdrückbar 


ist, durch Integration 


Im » die) ”r, 
(29.) 3. ("ol » Ynzı)dae = Fix, y,)de, 


worin links eine Summe von Integralen erster Gattung steht, also auch 
die rechte Seite ein Integral erster Gattung sein muss. Es folgt somit, 

dass jeder Art von Abelschen Integralen, die auf der rechten Seite 
der ursprünglichen Transformationsgleichung (14.) vorkamen, ein System von 
Integralen erster Gattung zugehört, deren Anzahl durch die den Integralen zu- 
kommende charakteristische Zahl go bestimmt wird, deren Summe gleich einem 
Integrale erster Gattung ist, welches einem der auf der linken Seite der 
Transformationsgleichung befindlichen Abelschen Integrale zugehört, und deren 
(Grenzen die Lösungen einer algebraischen Gleichung 


2°’+p, (2, Yı)2° ++ p, (a, Y,) 
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5 


u. . “ . © . . “4. Lf; 2 
sind, während die diesen Grenzen zugehörigen algebraischen, Irrationalitäten Ne, 
a 


rational durch die zugehörige Lösung dieser algebraischen Gleichung und xz,.Y, 
ausdrückbar sind. 


. | Handelt es sich somit um die auf elliptische Integrale zurückführ- 
E baren Abelschen Integrale, ein Problem, das von Abel so weit redueirt 
. worden, dass er die erlangten Resultate zusammenfassend sagt: 
L i „Dil est possible d’esprimer /ydr eomme on vient de le dire. on 
- } pourra toujours donner A son expression la forme suivante: 
N [yda = t+ A, logt,+ A,logt;+ + BIT, (y)+B:TI,(y.)+:-- 
n out tb. br... Yı, Ya. ... sont toutes des fonetions rationnelles de x et y: 
h mais en conservant A la fonetion y toute sa generalite, jai ete arrete la 
par des diffieultes qui surpassent mes forces et que je ne vaincrai jamais“, 
N i so folgt aus dem oben bewiesenen für die Transformation Abelscher Inte- 
| grale allgemein gültigen Satze, 
| dass jedes elliptische Integral erster Gattung, welches einem der in der 
r Reductionsformel vorkommenden elliptischen Integrale zugehört, gleich sein 
Ä muss einem, dem betrachteten Abelschen Integrale zugehörigen Integrale erster 
Gattung, oder dass die Beziehung bestehen muss 
(30.) F > —- "Fa, y)dı, 
YA— z’)(1—e’r?) 
n 5 worin Z eine rationale Function von x, und y, bedeutet, wenn y, den Werth 
ul | von y für e= x, bezeichnet, und die zu T gehörige Irrationalität 
. n = VA-NAI1- ed) 
5 sich ebenfalls rational durch x, und y, ausdrücken lässt: 
; umgekehrt sieht man, dass, wenn Beziehungen von der Form (30.) 
h ’ stattfinden, und alle diese ermittelt sind, man beliebig viele T'ransformations- 
F formeln der ursprünglich angenommenen Art herstellen kann. 
fe i Es ist somit die Frage der allgemeinen Reduction Abelscher Integrale 
N ; auf elliptische Integrale und algebraisch-logarithmische Funetionen auf die 
> ; Frage der Reduetion eines: Abelschen Integrales erster Gattung auf ein 
m : elliptisches Integral erster Gattung zurückgeführt. 
r i Setzen wir in der Gleichung (30.) 
N % (31) F(ia,y) = Y, 
f so wird Y durch eine algebraische Gleichung »ten Grades in x 
; (32.)  Y"+F,(&) Y""+R,(e) Y"?+--+F,_(@)Y+F,(z2) = 0 


13* 
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bestimmt sein, die, wenn die ursprüngliche Gleichung »t*? Grades zwischen 
x und y irreduetibel war. im Allgemeinen ebenfalls irreduetibel sein wird. 
Denn da man jede rationale Function von x und y bekamntlich als eine 
sanze Funetion (a—1)ten Grades in y ausdrücken kann, deren Coeffieienten 
rationale Funetionen von x sind, so wird 


Y= yia)+yyala)ty’ola)+ ty" 1l®) 
gesetzt werden können, und man wird daher durch Erheben zur 2ten, 
ten, ... (n—L)ten Potenz » Gleichungen erhalten, aus denen y, gleiche 
Lösungen von (32.) ausgenommen, in der Form berechnet werden kann 
y= »(2)+o(2)Y+w(2)Y+--+w,_,(2) Y"", 

worin (2), @(®). ... ®,_,(x) rationale Funetionen von x bedeuten: aus 
dieser Gleichung ist nun aber leicht zu ersehen, dass, wenn die Gleichung 
(32.) in rationale Factoren zerlegbar wäre, sich auch, den Wurzelwerthen 
Y der Gleiehung niederen Grades entsprechend, eine ebensolehe Gleichung 
niederen Grades in 9 bilden liesse, was gegen die Annahme der Irre- 
duetibilität der Gleichung in y verstösst. Ist diese Gleichung in Y aber 
irreduetibel, so kann man auf der zugehörigen Riemannschen Fläche durch 
stetige Fortsetzung in Flächen oder Entwicklung nach Taylorschen Reihen 
bekanntlich zu allen Werthen von Y gelangen, und da 


/Yar 


der Voraussetzung nach ein Integral erster Gattung sein sollte, weil das 
allgemeine Transformationsproblem auf die Transformation der Integrale 
erster Gattung redueirt worden, so lässt sich die Form jener irreduetiblen 
Gleiehung in Y noch in so fern näher bestimmen, als wir wissen, dass die 
Summe der Lösungen dieser Gleichung verschwinden muss, dass dieselbe 
also die Gestalt haben wird 
(33.) F,(x) Y’+F;(&) Y" "+ F;(2) Y" +: -+F,_(2)Y+F,(2) = 0, 

worin F,(&), F,(@), ... F,(x) ganze Funetionen von x bedeuten, und wir 


werden nunmehr die Frage zu beantworten haben, wann die Gleichung be- 
stehen kann 





u “ dz 
34. Ydı = ur 
(34) J u. J yAa—z)A — c3°) ’ 
in welcher BER Al 
C und 7 = YI-Oi-ed) 


sich rational durch z, und Y, ausdrücken lassen. 
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Fassen wir zuerst den Fall ins Auge, dass es für ein eontinuirliches, 
noch so kleines Gebiet von z zu jedem Werthe Y auch einen Werth &Y 


2ni 
giebt, worin & die primitive m!® Einheitswurzel e” ist, oder dass für ein 
eontinuirliches Gebiet von x neben der Gleichung 


F,(&) Y"+F,(z)Y"’+F,(2)Y""+---+F_,(2)Y+F,(e) = 0 


n 


auch die Gleichung 
e F, (2) Y"+E""F,(z)Y""+E FR, (2) Y"°’+---+EF,,(2)Y+F,(e = 0 

besteht, so folgt dureh Subtraetion 
(—1)F,(z)Y” IL(e* ’—_1)B,(z)Y" 4 e°—1)F, Tr Aue a P F, x ui 
und daraus, weil die Gleichung in Y eine irreduetible sein sollte, dass, 
wenn nicht F.(z)=0 ist, ®"—-1=0, d.h. da F,(z) von Null verschieden 
angenommen werden darf, dass » und r Vielfache von m sein müssen. Es 
wird daher die Bestimmungsgleichung für Y die Form haben 

(35.) F,(x y-ı F, (z)yY@P"L..+-F, a (x 1 F,. (2 es 0. 

Sei jetzt der Annahme gemäss 
dc 
vr) 
worin g(Ü) die Legendresche Normalform des Polynoms dritten oder vierten 


(36.) Y.,de, = 


Grades bedeuten soll, und & sowie Yg(&), wie wir wissen, rational durch 
z, und Y, ausdrückbar sein werden, so wird, wenn man z, einen derartigen 
Umlauf machen lässt, dass Y, in eY, übergeht. 

dd, | 

Y4() 


werden, worin &, und Yy({,) aus den rationalen Ausdrücken von £ und 


(37. eY,d«, 


Yp({) hervorgehen, wenn in diesen x, und eY, statt x, und Y, gesetzt werden. 
Aus (36.) und (37.) folgt 


\ .) A & Be; 

+6) ‚eo 

und da zwischen {, und { ein algebraischer Zusammenhang besteht, den 
man findet, wenn zwischen den in x, und Y, rationalen Ausdrücken von & 
und &, mit Hülfe der algebraischen Gleichung (33.) zwischen x, und Y, 


diese beiden letzteren Grössen eliminirt werden, so wird jedenfalls 
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der Integralmodul des elliptischen Integrales, auf welches das oben 
näher charakterisirte Abelsche Integral redueirbar ist, ein Modul der complexen 
Multiplication sein müssen, wenn nicht & reell, d.h. m=2 ist. 

Seien zwei Elementarperioden des elliptischen Integrales ® und w', 
so gelten vermöge des algebraischen Zusammenhanges zwischen € und Z, 
aus bekannten Gründen die Beziehungen 


39, \ dw = €0+84,W, 
\® Us | 


dw — eb,w-+ bw, 

worin d, a, 4, du. db, ganze Zahlen bedeuten, und man erhält somit 
zwischen diesen Zahlen und & die nothwendig zu erfüllende Bedingungs- 
eleichung 


ae —d a,& 


(40.) =-(. 


bie b,e— $ 


2ni 
Daraus folgt, dass die primitive mt®e Einheitswurzel e=e” die 
Lösung einer ganzzahligen quadratischen Gleichung sein muss, und da dies 
bekanntlich nur für m=2, 3, 4, 6 der Fall sein kann, so wird e nur die 
Formen haben können 


27ri ni 2rti 
2 


rigr 


Andererseits ist aber bekannt — und ich habe dies in meiner ersten auf 


diese Untersuchungen bezüglichen Arbeit (dieses Journal Bd. 85) ausgeführt 

— (dass nur zwei in einander transformirbare elliptische Integrale dieselben 

Multiplieatoren der eomplexen Multiplication haben können; da nun die 
2ri 

Multiplieatoren mit Ausnahme von e’ =—l, in welchem Falle der Multi- 

plicator reell wird, sich also für den Modul des Integrales gar keine Be- 

dingung ergiebt. sämmtlich complex sind, und die elliptischen Integrale 


7 % » z da i di er 2 
/ he u LE | Eh — Yf nn für !=!t) 
En “ Yar—1 ya ya) 


eben diese Multiplieatoren besitzen, wie aus den Substitutionen 
2mi 2rti 27ri 2ri 


3=e’z, 3=e*'z, z=e°z oder t=e’t, 


hervorgeht, so werden diese drei elliptischen Integrale, wenn wir den Fall 


m —2 ausschliessen, diejenigen sein, auf die sich Adelsche Integrale der 


obigen Art iiberhaupt redueiren lassen können. 
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Wir können somit das foleende T'heorem aussprechen: 
ben) 


Für eine durch eine Gleichung von der Form 
F,(@)Y”"+F, (a) Y""+ Ra) YO" ++ Fl) = 0 


bestimmte algebraische Function kann nur dann das Integral erster Gattung 
/ Ydz 

auf ein elliptisches Integral redueirbar sein, wenn m=2, 35, 4, 6 ist, und dann 

sind in den drei letzten Fällen die elliptischen Reductionsintegrale 


dz “ da FR... = ruf di 
+ v1 + ya ,Y Yyr + yıa®—1) 


Versuchen wir jetzt nach Feststellung von nothwendigen Bedingungen 
für die den Zahlen m=2, 3, 4, 6 entsprechenden Gleichungsformen auch 
die hinreichenden Bedingungen herzuleiten. 

Fassen wir erst den Fall »=2 ins Auge, also die Gleichungen von 
der Form 

41.) Y”+R(&)Y”"+F,(&)Y”"+--+F,(2) = 0, 


für welche die Beziehung bestehen soll 


d£ 
(42.) Y.de, = —, 
V$($) 
worin 
pt) = Eil-Ll1-—ed), 


und © sowie YY(&) rationale Functionen von x, und Y, bedeuten, so wird 
man nach der Form der Gleichung (41.) x, einen solehen Umlauf machen 
lassen können, dass Y, in —Y, übergeht; es mögen dann & und Yy({) die 
Werthe &, und Yp(&,) annehmen, so dass sich die Differentialbeziehung 
ergiebt 


d£, 


43.) -Yıda, = —a 
+6) 
und durch Subtraction der beiden Gleichungen (42.) und (43.) 
d£ dd, 


(44.) 2Y,da = —e-— 
‚ed  VeG) 


worin 
S=fla, Yı) Yp(ü)=F(a, Y,) 
Yg (&)=F(z,,-—Yı) 
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sind, wenn f und F rationale Functionen der in ihnen enthaltenen Grössen 
bedeuten. Da sich nun bekamntlich 

Mb. TERN REED. 

‚Dd Ve) Ve(lZ) 
ergiebt, worin Z eine rationale Funetion von x, und Y?, während Yp(Z 
das Produkt einer ebensolchen Funetion in Y, ist, so wird (44.) in 

(45.) 2Yıdı, = — 

Y4(Z) 

übergehen, worin Z und Yy(Z) den eben angegebenen Charakter haben: 
setzt man somit Y}; =t, und beachtet. dass man eine rationale Funetion der 
Lösung einer Gleichung mit Hülfe der Coeffieienten derselben als eine 
ganze Function dieser Lösung darstellen kann, so wird die hinreichende 
Bedingung dafür zu suchen sein, 

























dass, wenn t mit x durch die Gleichung verbunden ist 
(46.) Fi) +R(a)t"+F,(a)?+--+F,,(e) = 0, 


in welcher x, und t, entsprechende Werthe sein sollen, und die ganzen 
Funetionen F,(xz), F:(x), ... F,,(z) passend zu bestimmen sein werden, eine 
Substitution von der Form 


zz _- tt tt 
w(z,) 
in welcher die ganzen Functionen w,(x,), ©, (X), --. ®@,_,(z,) und w(x,) 
ebenfalls passend zu wählen sind, den Ausdruck 
Yy(@) 
Y 


in eine rationale Function von x, und Y, oder den Ausdruck 





[ (ol, )+w, (2), + +0,12) ')(w(z,)—@,(2,)— w,(@)t ——w@.- 12)" 
A | x(o(2,)— co, (2,)— ce’, (x, )t, —»— c’w, _ı(@, JE )wlz,) 
P . az ” run Kia / . u 2 re 


l 








in eine rationale Function von x, und t, verwandelt, d. h. diesen Ausdruck 
gleichverzweigt macht mit der durch die Gleichung (46.) definirten Riemann- 
schen Fläche. # 

Diejenigen Werthe von z,, für welche einer der Factoren unter der | 
(Juadratwurzel verschwindet, findet man, von den Lösungen der Gleichung 
@o(x,) = U abgesehen, indem man mit der Gleichung 


(47.) F,(a)E+F,(2)# "+. -+F,(&) = 0 





u.» 


P 
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der Reihe nach die drei Gleichungen 


a) +w (la )thit + ._ 2) l anne (, 
(48.) oa) —- 0,0) - oa) — ww, a) =), 
oa) -ew, a) -ew (2 )h—-—ecw,_,(2,)E7 an () 


zusammenstellt und 4, zwischen ihnen eliminirt; die resp. Eliminations- 
resultate in x, liefern die Werthe von z,. für welche die entsprechenden 
Gleichungen dieselben Lösungen haben, oder diejenigen z,, für welche die 
aus der Gleichung (47.) entnommenen Werthe von # einen der Faetoren 
unter der Quadratwurzel zu Null machen. 

Betrachten wir nunmehr einen Werth von z,. in dem #, weder Null 
noch unendlich wird, also einen Werth. der nieht zu den Lösungen der 
Gleichungen F,(z,)=0 und F,(z,)=0 gehört, und sei dieser Punkt ein 
y-facher Windungspunkt, worin » auch gleich 1 sein kann. und wobei wir 
voraussetzen dürfen, dass im Allgemeinen die oben definirten vielfachen 
Punkte der Quadratwurzel jedenfalls unter diesen Punkten sich befinden 
werden, indem das Zusammenfallen der xz,-Werthe, welehe #, zu Null oder 
Unendlich machen, mit denjenigen x,-Werthen, welche vielfache Punkte 
der Quadratwurzel sind. besondere Bedingungen erfordern würde. 

Werde nun zunächst ein z,-Werth «& betrachtet. für den # weder 
Null noch unendlich wird, und der nicht ein vielfacher Punkt der Quadrat- 
wurzel sein soll, so wird im Allgemeinen 


1 


t, _ ur Tre, oo)’ +2, oa)" +--- 


sein, und der Zähler unter der Quadratwurzel, da derselbe nicht Null und 


nieht unendlich werden soll, die Entwickelungsform haben 


B,+ B, \T| — 1)’ + B: (0) + ag 
und da 
‘ ) Ä 
— af; ) R x ’ 
f == %ı +0, (2, — 0) O2, —-0A) 4° 
1 
ist, so folgt. dass die Funetion unter der Quadratwurzel um x, =« herum lautet: 
1 


C,-+ C (a, —- 0)’ + C,(z, N 


und somit die Quadratwurzel selbst 
1 2 
C+D (2, —e)”+D, (2, —o)’+-- 


dieselbe also ebenso v-fach verzweigt wie #4 um @&,=« herum. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft ?. 14 
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Die nothwendige Bedingung dafür, ‘dass die Quadratwurzel sich 
rational durch x, und £, ausdrücken lässt, ist also in diesem um « befind- 
liehen Bereiche erfüllt. 

Ist der Punkt « aber ein solcher, dass wieder #, in demselben 


endlich und von Null verschieden ist, aber dass er zugleich ein vielfacher 
Punkt der Quadratwurzel und zwar dadurch ein solcher ist, dass einer der 


drei ersten Factoren unter der Quadratwurzel verschwindet, so wird für 
1 2 
ı = tr eo’ + —a)”+ 
der eine Factor unter der Quadratwurzel im Allgemeinen die Form haben 
1 2 

ara)’ + an)" +-, 

während die andern zwei Factoren durch 
1 2 


Ht9 (ld a)’ +olm a)” +: 
dargestellt werden, und w(z,) die Entwiekelungsform hat 
Aut h, (T, a) - bi (2, — (0) + .. s 


somit wird der Zähler unter der Quadratwurzel 
1 2 
T (a -e)’+T, (a —e)’+-, 
as . . . 1 41, . [} 
und vermöge der Entwickelungsform von —- die Funetion selbst unter der 


(Quadratwurzel 


] 2 
Ss (a —o)’ +8 (m —a)” +; 
die Entwiekelung der Quadratwurzel ur daher 


1 


S; Wa) 'l-+P, 2-0)’ +P; (x a)’ tn 


= S(m—e)' +0 (0-0)? ee. 
Soll also die Verzweigung die durch die algebraische Gleichung 


zwischen #, und x, definirte sein, so muss 0, =(0 sein, indem dann die 
Entwiekelung der Funsiien unter der Wurzel lautet: 
2 3 


U, (x, Pr a) f HU; (x, Er 0) r + ... 
und die der Quadratwurzel 


U(z,—e)”+V,(&,— 0) "tee, 


wie es für die rationale Ausdrückbarkeit erforderlich ist; für jeden solchen 
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vielfachen Punkt der Quadratwurzel muss somit eine Bedingung für die Coef- 
ficienten der zu bestimmenden Functionen erfüllt werden. 

Ist jener xz,-Werth, welcher ein vielfacher Punkt der Quadrat- 
. : wurzel sein soll, eine Lösung von w(x)—= (0, so werden die drei ersten 


1 








, i Faetoren ein Produkt von der Form 
= 1 ) 
ER P,+P,(©,- a)” +P,(m—a)” + 
7 liefern, während 
i o(2) = Mm -)+Q (m a’ +-- 
i und 
N h ' ' 2 
| - ns + eo)’ +02, —a)’++-- 
’ ist, so dass die Funetion unter der Quadratwurzel die Gestalt hat 
’ y y+1 
Ri —eo)’+R(m—-e)”’ +: 
4 und daher die Quadratwurzel selbst 
# 4 2 
e Ra —- 14T, (© —e)’+T (a —e)’+:--| 
. y v+2? 
; = Ri(z,—e)” +U (2, —a)” ++--: 
& ist somit wieder O0, = (0, so dass die Funetion unter der Wwntzel lautet 
z 
| Rz, — oe) i1l+S,(0, —a)” +}, 
£ so wird die Entwickelung der Quadratwurzel wieder durch 
: Re, -a)j1+T,(aı-e)’+--| 
€ . nd r . . . . . 
f dargestellt und also die Verzweigung dieselbe wie die von f, sein: es 
4 kommt somit auch für diese Werthe von x, je eine Bedingung hinzu. 
5 Ist nun x,=« ein Werth, für den #, Null wird. besteht also für £, 
ä die Entwiekelung 
Ri a 
> ® tı = Aa -e)’+A lm —a)’+-- 
e ; worin v — 1 sein soll, so wird, wenn keiner der vier Faetoren unter der 
£ (uadratwurzel für z&, = « verschwindet, die Entwiekelung des Zählers des 
; (Juotienten unter der Wurzel die Form haben 
£ 
B,+ B,(e, —()’ ... 
während 
1 _ 
A (se) "+G+0 (m —e)”+-- 
D 


14* 
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lautet, und somit die Entwickelungsform des Quotienten unter der Quadrat- 
wurzel 





1 l 


D_,(&,-—e) "+D,+D (u —-a)’+-- 


und die der Wurzel selbst 
1 l 
D!  (©,—a) "+E (0 —e)” +; 
soll daher wieder dieselbe Verzweigung wie für £, stattfinden, so muss die 
Entwickelung von £, mit der ” ten Potenz anfangen, also A,=0 sein. 
Jeder Nullwerth von t,, also jede Lösung der Gleichung F;,|x) =) wird somit 
eine Bedingung zwischen den Coefficienten hervorrufen. 
Soll einer der Werthe, für welche 4 =0 wird, zugleich einen der 
Kactoren unter der Quadratwurzel zu Null machen, so wird die Entwicke- 


lung des Zählers des Quotienten im Allgemeinen die Form haben 
1 2 


Bi, -ae)’+B im —a)’ + 


und daher der Quotient selbst 


1 


D,+D, &.,-ea)’+-- 


und die Quadratwurzel 
l 


Di+Eı(a-a)” +, 
also ebenso verzweigt wie #, in dem betrachteten Punkte &,=«; es wird 
daher nur die Bedingung, dass für 4 =0 auch 


>) 


o(z)=0 oder w,/a)=0 oder o()-w,a)=0 


oder endlich 
wu) -ew,(r) = 0 
sein soll, statt der früher gefundenen Bedingung eintreten, und es bleiben 
somit ebensoviel Bedingungen als der Grad von R,,(x) Einheiten hat. 
Betrachten wir weiter die Werthe von z,, welche =» machen. 


so «dass die Entwiekelung von #, 
l 1 


7 = A ı\ 7, —4) ; +A,+ A, (7, iR): a 
ist. so wird im Allgemeinen der Zähler des Quotienten unter der Quadrat- 
wurzel die Entwiekelung haben 


32-43 —32+4 


B, 2, a ’ + B, a —m € er. 






1 


während 
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—|] / \ 4 , 
u —/ 10,0, , =. C, (2, — a) r ser, 


! 


l 
und somit die Entwiekelung des Quotienten 
32++ 37 +5 


D,(2,— 0) R 4 D(n,—e) u ... 
und die der Quadratwurzel 
7 +4 — 37 4b 
Ex, — 0) ” + E, 1-0 en ++. 
Es muss somit entweder x eine gerade Zahl sein oder die Entwicke- 
lung von f, muss, wie man leicht sieht, lauten: 


RE ERER 


in welchem Falle dann das Produkt der Faetoren des Zählers 
6z2-+t 


B,a,—a) ” 
der Quotient 


(z+rN 


v ) 


GC, 2 — er) 


wird, und die Quadratwurzel somit in z&, = « auch einen v-fachen Windungs- 
punkt hat, in diesem Falle ergiebt sieh für jeden dieser Punkte eine Be- 
dingung, also im Ganzen so viel Bedingungen als der Grad von F,(x) Ein- 
heiten hat. 

Was endlieh den Werth z, = x betrifft, so denke man sich die Be- 


dingungen genau in der eben durchgeführten Art entwickelt, oder man 


setze &, = — und wende die vorher gefundenen Resultate auf den Fall 
y‚,=V an. 

Auf diese Weise wird man die nothwendigen Bedingungen erhalten, 
unter denen Z eine solehe rationale Funetion von z, und Y; ist, dass 

YZ(i1-Z)(1-cZ 

das Produkt einer ebensolehen Function in Y, wird: es ist aber auch leicht 
zu sehen, dass, wenn dies der Fall ist, die zur Gleichung (41.) gehörigen 
Abelschen Integrale erster Gattung gefunden sind, welche sich auf ein ellip- 
tisches Integral erster Gattung reduciren lassen. \)enn, wenn 


49) Z= Aa) HA) +) + +2) 
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ist, worin Aula), Al). ».. (2, 1(2,) rationale Funetionen von r, be- 
deuten. und zu gleicher Zeit 
a. YZ(i1-Z)(1-eZ) - (Aa) + IT (a,)Yy + +17, ı\ €, Yı)Y,, 

worin die /7-Funetionen ebenfalls rationale sind, so wird mit Hülfe der 

Gleiehung (41.) 

re 
yzA —Z)A— e°Z) 

worin 2 eine rationale Function der in ihr enthaltenen Grössen bedeutet. 

und vermöge der linken Seite dieser Gleichung auch die rechte Seite ein 

Differential erster Gattung darstellen muss, das jedenfalls unter den der 

Gleichung (41.) zugehörigen enthalten ist — es existirt daher, wenn die 


= (2, Yı)Yı da. 


oben aufgestellten Bedingungen erfüllt sind, ein zu der gegebenen algebraischen 
Function gehöriges Abelsches Integral erster Gattung, welches auf ein ellip- 
tisches Integral erster Gattung redueirbar ist. 

(sehen wir jetzt zu dem Falle m =3 über, in welchem also Y durel 
die Gleichung definirt war: 


52.) F,a)Y”+R(&)Y”"+--+F,,3(2)Y’+F,(& = 0, 


so musste, die Möglichkeit der Keduetion auf ein elliptisches Integral vor- 
ausgesetzt, 

ds 
1 


D3.) Yıdc, = 


sein. wenn 


(94.) = fiz,, Ri, O— 1 _— F|z,. Y ® 


1) 
und f, F rationale Functionen bedeuten. Lässt man Y, eontinuirlich in 
2rri 
ey, und € Y, übergehen, worin e=e’° ist, und nehmen dann © und YT—1 
die Werthe 


(55 14 =fla,,.e}ı), Ya—1 = Fia,,Ee},), 
I), ) 


“- 


nt — (si, € Y,). ] G—1 — Fix. eYı) 
an, so werden sich die der Gleichung (53.) analogen Gleichungen 


d£, 


Yıda, = 


Ydıe, 
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ergeben, und daraus 


si, ’ dc ) dc Rn 
(56.) aY,de, _— a + E I = - + E& F — 
Zune er (- 
In meiner letzten Arbeit in den Clebschschen Annalen habe ich ge- 
zeigt, dass die Summe der drei elliptischen Differentiale 


dc dZ, 


F u Br 70 — 
el vi 1 
unter der Voraussetzung von Gleichungen der Form (54.) und (55.) sieh 


zu einem elliptischen Differentiale 


vereinigen lässt, in welchem Z=T.Y, und YZ—-1=[T, ist, worin T und 
T, rationale Funetionen von z, und Y? sind, und wir erhalten somit den Satz. 

dass, wenn das der Gleichung (52.) zugehörige Abelsche Integral 
erster Gattung Fi "Ydz auf ein elliptisches Integral redueirbar sein soll, der 
Reductionsgleichung die Gestalt gegeben werden kann 

3Y,dz, = - 
yZ’—1 
worin 
Z=TY, YZ2—-1=T,, 

und T, T, rationale Functionen von x, und Y} sind. 

Um nun nothwendige Bedingungen für diesen Fall der Redueirbar- 
keit auf elliptische Integrale und somit auch wieder wie früher hin- 
reichende Bedingungen zu entwickeln, werde Y’=t gesetzt, und es bleiben 
sodann nur die Bedingungen dafür aufzustellen, dass, wenn eine Fune- 
tion # dureh eine algebraische Gleichung 

(7.) F,(e)P+F;,(2)17"+---+F, (2) = 0 

definirt ist, deren Coeffieienten erst ermittelt werden sollen. eine Substitution 

(58.) Z —_ o(2,) tw (z,)t, ++ w,_, (2)! ih, 

W(X,) 

in welcher &,(2,), ... @,_,(@,), @(z2,) unbestimmte ganze Funetionen be- 
deuten, gefunden werde von der Art, dass 

(B. ( er atht + w,_1(2,)t% e )4—1 

w(X,) 

eine rationale Function von x, und £,, also mit der durch die Gleichung 
97.) definirten Funetion gleichverzweigt ist. 
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Die nothwendigen Bedingungen für die gleiche Verzweigung werden 






























nun eenau nach der oben durchgeführten Methode entwickelt, die sich 
wegen der einfacheren rationalen und speeiellen Form des Polynoms ein- 
facher als oben gestaltet. 

Ks ist aber auch wieder leicht einzusehen, dass, wenn die so ermittelten 
Bedingungen erfüllt sind, ein zu der gegebenen algebraischen Gleichung ge- 
höriges Abelsches Integral erster Gattung auf ein elliptisches Integral erster 
Gattung redueirbar sein wird. 

(senau ebenso verfahren wir in dem Falle, in welehem die Funetion 
Y dureh die Gleichung 

F (a) Y®-+HF,(e) Y"+FR(a) Y” "+. +F,(2) = 0 
definirt ist, und die Reduetionsgleichung 
Y.da, = “ 
we—i 
untersucht werden soll; nach Schlüssen, die in der oben erwähnten Arbeit 
näher ausgeführt sind und auf der wiederholten Anwendung des Abelschen 
T'heorems beruhen, kann dieses Problem redueirt werden auf die Behandlung 


der Gleichung 
dZ 


AY,da, = 
YyZ’—1 


in weleher 

Z=TY und YZ-1=[T.. 
wenn T und T, rationale Funetionen von x, und Y7 sind, und endlich lässt 
sich für den letzten noch möglichen Fall die Aufgabe anf die Behandlung 


der Gleichung 

y dZ 

bY,de, = —— 

YZz(z’—1) 
zurückführen, in weleher 
Z=-TY. V22-1)=T.Y,. 

und T, T, rationale Funetionen von x, und Y} sind: in beiden Fällen 
wird die Aufstellung der nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für N 
die Redueirbarkeit des Abdelschen Integrales erster Gattung auf ein ellip- 


Be S 


tisches genau in der vorher besprochenen Weise stattfinden: ich brauche 


EIER 


für die Behandlung dieser beiden Fälle nur auf die oben eitirte Arbeit in 
den Olebschschen Annalen und auf den ersten Theil der vorliegenden Arbeit 
zu verweisen. 
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Ich gehe jetzt zur Verallgemeinerung der bisher angestellten Unter- 
suchungen über; in den früher behandelten Fällen waren alle diejenigen 
enthalten, in welchen Y in der Umgebung eines Verzweigungspunktes « eine 
Entwieklung von der Form hat 


Y= (r-a)’w(e), 
worin w(x) eine um e=« herum endliche und eindeutige Funetion ist, 
oder für welche die Entwicklung von Y in der Umgebung dieses Punktes 
lautet: 


u V+u 2y to 


Y= alz-a)’ +92 —o)”’ +4(2—0) ” -be- 
was z. B. immer der Fall sein würde, wenn die Funetion t in der Gleichung 
F,(e)t’+F, ("4 ..+F (8) — () 


für einen Punkt z=« verschwindet oder unendlich wird und in diesem ein- 
deutig ist. in welchem Falle 
t= ala a" naar... 


und daher aus f= Y" 


1 u 
Y=a"(c—o)" 1+A, (ea) +A (2 — eo) + :--| 
tolet. 
Nehmen wir nun an, dass die durch die Gleichung (33.) definirte 
Funetion Y im der Umgebung eines m-fachen Windungspunktes «& die Entwick- 
lung besitzt: 


Y, = w (a) eo)" +Ww (a) (2, —a)”" ++. - ry (a) a)". 


worin wir uns die Glieder mit den «leiehen gebrochenen. Potenzen von 
z,—e in den eindeutigen Funetionen 

we) Bl) +. Wule) 
zusammengefasst denken, welche, von einem negativen Potenz von 2,— « ab- 
gesehen, nach positiven ganzen Potenzen von z,—« fortschreitende Reihen 
vorstellen. und worin « die Zahlen 1, 2. ... m: v,.. v,.... v, die Zahlen 


dd 


0, 1.2, ...m—1l, wachsend geordnet, darstellen können. Soll nun das 
Integral / Ydx auf ein elliptisches Integral erster Gattung redueirbar sein. 


so würde in der Umgebung des Punktes « die Beziehung stattfinden 
Yı Va 
\ Yıdz, = w, (2) (2, — a)” da, + w; (a,)(2©,— oe)” da, +»: 
(94Y.) \ Yu 1E 
’ du 
+ (2), —-a)" da, = —, 
Y4(=) 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 2. 15 
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worin 


60) I=fla,Yı), 


Yy(&)=F(z,,Y,) 


ist, f und F rationale Funetionen der in ihnen enthaltenen Grössen be- 


leuten. und die w-Funetionen nieht identisch verschwinden. 
Lässt man in der Gleichung (58.) die Variable x, der Reihe nach 
Punkt a Y, Yı, Ya, E. r 


umkreisen. wobei in . 


ni 


iibergehen mag, so wird man, wenn e" 


den 0 «-mal 


! a — 


e gesetzt wird, das Gleichung- 
system erhalten: 











v, Ya 
Y,da, = v(a)a, a)" de + wia,)a,—a)"” dat‘ 
Yu 
' 2 dl 
+ va), a)” de, = = 
v4) 
v, 2 
Y.dz, = E" we) ae)” de, +E" wa (a—a)” det 
Yu I 
| Vu 4 ds, 
+ +Eet ya)” de, = l—, 
VS) 
(61) ( i Ri 4 n 
| Yda, = Ewa), —a)” de, te” wa) —a)”" det 
Yu . 


2y 1 dL, 
+: "p ()(2,—a)” de, = E 
ru\ h / . 

Y#(&,) 


_. 


v, Va» 


de, te" w(a,)e, 


m uv ın 


ft ) 





de, + 


) 


a + ‚de, u aaa IR 2 (2, —0) 


[27 


do 


Ve) 


m 


n +E "pe m —a)" de, 


mit «den der Gleichung (60.) analogen Beziehungen 


er = f(z, Y;). 


= fa, Yı), 
| F(z,,Y:.), 


Eu m fi ) Rn 1), 
N (pi C) = Fi, . Y,) . 


Pia...) 


(62.) 


Ip (&) Y pi£,) — 


Multiplieirt man die letzte der Gleiehungen (61.) mit 1, die vorletzte 


. ’ N u = .. a v Ah v, | Yun- Yu 
mit —(e" te" + te), die drittletzte mit +" +e" erh tee), 


u. s. w. endlich die erste mit (—1)“ e" &”...e“ und addirt alle so entstehenden 3 
Gleichungen, so wird der Coeffieient des Differentiales d 


m 


dr, R 


. 
ni 
= 
Ex 
Pet 
ER 
FE: 
A 
Fe 
% 
# 
Br: 


w, (2) (2, — @) 
der tolgende 


uv (u—1)ı 


wlvı id . v Ma Yu 
ET (++) +rr Hl 1) Eee... *, 





Ara 
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also offenbar Null, da die Gleichung 


) 


— (EHE HE) He (1) e...E“ ( 


[7 


T 
5 .. Y, i Yu 
die Lösungen &", €”, ... &“ hat. 


Das Resultat der Addition ist somit: 





do, 378 (g’ Le +..+6#) du- 
/ N‘ / ‚m 
(63 \ ] Y (Su) } P(Su-ı) 
i i dd, 2? ) d£ 
Hl rt... ER) > + (1 Er... =, 
Vplcu-2) +6) 


worin die € durch die Beziehungen (62.) mit einander verbunden sind. aus 
denen sich leicht mit Hülfe der zu Grunde gelesten algebraischen Gleichung 
die algebraischen Beziehungen der Z unter einander ergeben. 

bevor wir zur Behandlung «der Gleichung (63.) übergehen. mag 
noch folgendes bemerkt werden: man kann die dureh die Gleichung (63.) 
ausgedrückte Beziehung vermöge der Gleiehungen (61.) auch so tormu- 
liren, dass 


\Y..-(e" +8" + te #) Y,+tie'e eng Isa)y 


(64.) 
| ne lm TYP Ei ET " = #4) 
wird, und würde, statt von der ursprünglichen Annahme der durch die Form 
Y, eb u, { T, (2, a)” - “. -r- W ( r,)(0,— eo \ m 


dargestellten Entwickelbarkeit der Funetion Y um den Verzweigungspunkt 
o herum auszugehen, für die algebraische Gleichung. welche Y als Fune- 
tion von x definirt, nur anzunehmen brauchen, dass zwischen «+1 Lösungen 
derselben eine lineare Beziehung von der Form (64.) besteht. welche eine 
Verallgemeinerung der früher gemachten Annahme ist: jedenfalls würde sieh 
aus (64.) mit Zuhülfenahme der Annahme, dass / Ydzx sich auf ein ellip- 
tisches Integral erster Gattung redueiren lässt, eine Gleichung von der 
Form (63.) herleiten lassen. 

Wir legen nun die Gleichung (63.) der weiteren Betrachtung zu 
Grunde: aus einem bekannten Abelschen Satze, der ein speecieller Fall des 
oben bewiesenen Satzes für allgemeine Abelsche Integrale ist. tolet. dass 
die Gleichung (63.) eine andere von der Form nach sich zieht: 


\ d&, ; vs | 2 dZ j 
N) — lH +e +) 
6) | 4) Yr(lZu-ı) 
we: yv y IZ u. 3 IZ 
Iren pe +9 a cher. — — = (, 
\ Yy(Zu-:) \4(2) 


15“ 
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in welcher Ö eine positive ganze Zahl und 
Z, VYy(Z), Z,YVy (Z,), a Fe Yp(Z,-.) 
rationale Functionen von £, und Yy (&,) sind. Da nun. wenn 
Z,=y,(£,,Yp(&)), Yp(Z,) = #,(&,,V/p(E.)) 


ist, worin w, und #, rationale Funetionen bedeuten, 


dz ’ Zu. 
- AB F a ] p bu ) dQ, 
Vo(Z) Yen e 


wird, worin F ebenfalls eine rationale Funetion anzeigt, und auf der rechten 
Seite der letzten Gleichung nothwendig ebenso wie auf der linken ein 
elliptisches Differential erster Gattung stehen muss, so ergiebt sich als 
nothwendige Folge die Beziehung 


en 
| p (Z,) ] Yf u) 


und M, ist wie bekannt entweder eine ganze Zahl oder eine complexe Zahl 
von der Form }(a,+iyb,), worin a, und b, ganze Zahlen bedeuten, von 


denen die zweite wesentlich positiv ist, in welchem letzteren Falle der 


Modul e’ des Polynomes Y({) ein Modul der complexen Multiplieation 
sein wird. 

Nehmen wir zuerst an, c' sei kein Modul der complexen Multiplication, 
so dass also 


6 


u—| 


vanze Zahlen bedeuten, und setzen wir 
(NL tt) A, Pitt, (ler. rt A. 
so folgt als eine für diese Annahme nothwendige ganzzahlige lineare Re- 
lation zwischen den A-Grössen 

(61.) O+M, ‚A,+M A: +':+M, A, tr MA, — (), 


Setzt man 
ö-+M, A, + .— MA, l 


A, = — i 
so geht die Gleichung 
a db, REN 
(68.) ) = ae" +.+4, 6 BEN 


‚sc Vo) Tre) "VE 











11 


W 


W 


St 


St 
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in 


a Yp(@.) vs„D/ Yy(&u-ı) Yr(&)- 
(69.) dc dd 
-+(M | = > > )Au-ı = 0 
Y’r(&) \r(&) 


über, und somit, wenn nieht die Klammern einzeln verschwinden. welcher 
Fall nachher berücksichtigt wird, und wenn 


| (10 — dl, ee A) d£ )+{M | dd, | D: M,_ d£ )A, 


ws u 3 K _ dm 
70. yr YP(&) Y4() Yy(c®) ' 
| vu _y u > 
| u 7° Vecd „) 
vesetzt wird, 
u da) a, da. di’ 
er 770 Ba 77- rear 77 77 


woraus wieder genau wie oben eine ganzzahlige lineare Relation von der 
Form folgen wird: 


(72.) mA Mi, An +Mi2, A:+ M)’A, =WV, 


= 
worin die MU,, MÜ2:, ... Mi wieder ganze Zahlen sind, da e’ nieht ein 
Modul der eomplexen Multiplieation sein solite. 
Bestimmt man hieraus wieder 
OL, A +MN,.A+-- +MPA,- 
| TOR Pen. 
so geht die Gleichung (71.) in 


des) | aa i dd, act 
a? ——— 0 — +( M® en, I A,+: 
Vy(£®) Val» (1 > ad 


(73.)\ He),  Ken- 196 


| 1 Te 
| + (0 — M\ dan ) Bi == U 
} pl) } (ei) > 


iiber. welehe. wenn man wieder 


“(1 «(1) (2 
MV) j ac\ ) u U) d£ 2 dl 
1 —_ — “ 
Yy(c) } ua ) | 4(C (2 ) 
(1) (1) ?) 
yo) ’ dc, [% — MV) dc 4 duo 
u 7 a 1) |. 
’ (1) S (1) A?) 
V lu.) Vals‘) V y(&u-e) 
setzt. 
er am dlu., d&u.. dad? 
=, GE. SÄROPNP RER. © NEBROp AR. ER 


B- 


“N 1 " 
gl) } oa, ) } (u 2) v4) 
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wird, wiederum vorausgesetzt, dass die Klammern im der Gleichung (73.) 
nicht einzeln verschwinden. Hieraus schliesst man genau wie oben, dass 





eine lineare ganzzahlige Relation bestehen muss von der Form 


(19.) I®+MP, A+MY,A-+ + +MDA, ee V, 


und indem man stets voraussetzt, dass ce kein Modul einer complexen 
Multiplieation ist, und die einzelnen Klammern in den den Gleichungen 
(69.) und (73.) analogen Gleiehungen nicht verschwinden, gelangt man 
dureh Wiederholung genau derselben Schlüsse endlich zu einer Gleichung 
von der Form 


a dct# 1) da“ 
(76.\ ch . = — (), 
Ve TV) 


welche wiederum unter den gemachten Voraussetzungen die Beziehung 
nach sich zieht 
(77) MM TDL.MU A =0, 
woraus folgen würde, dass A, eine rationale Zahl sein müsste, wenn e’ nicht 
ein Modul complexer Multiplieation ist, und die einzelnen oben näher be- 
zeichneten Klammern nicht verschwinden. 
Sei nun m eine Primzahl, so wird 
A = - ("++ +), 
worin 0° m ist, der Irreduetibilität der Gleichung 
lI+e+&£.+..+." '=-o0( 
wegen offenbar nur dann eine rationale Zahl sein können, 
wen s=n—-l nn =lL =2 ... n.=m-l 
oder 
wem u=m, v=0 „=1 ... v„=m-—1 
Ist. 
Lautet also die Entwicklung von Y, um den Punkt z,=« herum 


nicht wie folgt: 


2 m—1 


(a.) Y, = v (az) - eo)" + wa) — 0)" + +Ww,_., (a) —a) " 


l 


oder 
l 


bb) Y=mla)tu (a) en)" +) m)" Het Ya )—e)" . 


m— ] 


w 
pr 


d.h. enthält Y, in der Entwicklung um x, = « herum nicht alle gebrochenen > 
Potenzen mit dem Nenner m | 
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1 > m —] 


m 


(2,—a)”, (m, —0) 


m m 


ED) ° . . (7,0) 


so müssen entweder die oben näher definirten Klammern verschwinden, oder 
es muss c' ein Modul der complexen Multiplication sein. 

Machen wir nun die Annahme, dass die Klammern einer der 
Gleichungen (69.), (73.), ... verschwinden; geschieht dies für die Gleichung 
(69.), so wird 

Sn. .* 


/ ee T ad 1) z U; 
} Su 0) on rc) 
verschwinden die Klammern von (73.). so wird 
(1) «(1) 
Al d£ —_0 dc 
um _ = _ N, SI = 0, 
Verla.) ya‘) 
| oder vermöge der Gleichungen (70.) 
| m. dc. dc 
MM» _- __yo m “= _+(M® MM, ‚mo, ®_ og: 


[2 u 


\ H&u-.) Y$(&,) \4(&) 


fährt man so fort, so sieht man. dass das Verschwinden der oben bezeiehneten 


my 


Klammern jedenfalls zwischen allen oder einigen der elliptischen Ditferen- 
tialien (61.) eine homogene lineare ganzzahlige helation von der Form: 


m “ Ä IC 4 
a ET rt EB 
} 4(&) } Y (5, ) } 4 (5,) } Cu) 


nach sich zieht, worin die L ganze Zahlen bedeuten, von denen aber auch 
einzelne Null sein können. Mit Hülfe der Gleichungen (61.) folgt nun 
aus (78.): 


(L+ Le + 5 Hr + Le" } N, (T)(I, 4) 2 
(9.) Go (L+Le®+L, ++ L,e") w, (=; (2, —a)" 


" 
ı MW + (L+ LE"+ LE" ++ Le" ya) a)” = 0: 
wenn nun 


L+L.*+ en 4 Le 
3 Null wäre für z=1,2,... «, so würde die Gleichung 
i L+L2+1,2°+--+L,r“ = 0 
: 5 (die Lösungen haben 
N ’ ui, 


und wir würden, wie leicht aus der obigen Auseinandersetzung ersichtlich 
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ist, auf die Entwickelungsformen (a.) und (b.) der Function Y, geführt 
werden, die wir ausgeschlossen haben; es können also die Klammern der 
Gleichung (79.) nieht zugleich verschwinden, und es würde sich somit, wenn man 
f 2y, iv. a > 
(L+le’+be +. +Le Ny(e) = P,(z) 


setzt, die Beziehung ergeben 





V 3 u 


(S0.) I (a) a)" + PP, (2) (m, — ee) ER + (a) - eo)" =. 


Aus der Gleichung (80.) würde aber durch Umkreisung des Punktes 
x, folgen: 


Y, v Yu 
Ep . mn | WW vn \7 ms r w 
Piz TO BE PX (TO), er r_ T; (TO f =). 
Y, Va Yu 
70 N “ 4 \% N ‚US \ R V a2 . wr h 
(81 .) ( gr r x) 2 —a n + g’: P, 2,2, —o m 4... 4- g 4 A C? ,—M m _( ), 
di. v Yu 


| „ey, SE fe Nu im 1 „(m-1)v, iD /m BRRR \ . (m-I)vr „am / if n 
€ (2), —a)”+e Pa) a)" +ete "are," U, 


und somit durch resp. Multiplication dieser Gleichungen mit 


1 -Y -27, a 


ae B'£ 
und Addition derselben, weil 
er Ur,—r, m—l 7 
1-+ 8” 1 gi ET I(v, -v,) = 0 


ist. wenn z von 4 verschieden. 


Yy 


r, (a) 0)" = 0 
für jedes z, d.h. es würden die 7, also auch die w verschwinden, was 
nicht der Fall ist. 
Wir schliessen somit, dass, wenn die Entwicklungsformen («a.) und 
‘b.\ von Y, um @&,=« herum ausgeschlossen werden, d.h. wenn Y, nicht 
alle Potenzen 


l 2 m-— | 


m 2,— re \ i , 2— 0) 


m 


a0 
in seiner Entwieklung enthält, auch die oben näher definirten Klammern 
nicht verschwinden können, und es folgt daher, dass unter der oben ge- 
machten Annahme. wobei m eine Primzahl sein musste, ce’ zu den Moduln 
der eomplexen Multiplieation gehören muss. Ist m eine zusammengesetzte 
Zahl, so lassen sich für « einige weitere Folgerungen herleiten, die für den 
Fall, dass e' nicht ein Modul der complexen Multiplication sein soll, Be- 
ziehungen der Zahl « zu dem Gaussschen g(m) liefern. 
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B— 


It Wir erhalten also aus dem Vorhergehenden das nachstehende T’heorem: 
er F Ist ein Abelsches Integral / Ydx auf ein elliptisches Integral re- 
In 


ducirbar, und kommen in der Entwicklung von Y, um nur irgend einen seiner 
Verzweigungspunkte z. B. a, der ein m-facher Windungspunkt sein mag. und 
für den m eine Primzahl sein soll, nicht alle gebrochenen Potenzen 


1 2 1] 


2-0)”, (m—-a", ... (ma) ” 
a8 vor, so ist der Modul des elliptischen Integrales stets ein Modul der complexen 
Multiplication. 

Ist nun e’ ein Modul eomplexer Multiplication. so konnte M, in der 
0), WE Gleichung (66.) die Form haben 
vd 3 4,48) b, ’ 
worin a, und 5, ganze Zahlen bedeuten, von denen die letztere wesent- 
lieh positiv ist, kann jedoch auch eine ganze Zahl sein: die früher ge- 





v machten Schlüsse behalten alle ihre Geltung auch für diese Annahme des 
c', indem die Voraussetzung des Moduls eomplexer Multiplieation in den 
Gleichungen (69.), (73.), u. s. w. die Anwendung des Additionstheorems 
genau in der oben durchgeführten Weise gestattet, bis wir zur Gleichung 
(€., gelangen, welche für A, die Beziehung liefern würde 

(82. tete tet = p+irvg. 
worin p, r, q rationale Zahlen bedeuten, von denen die letztere positiv oder 
Null ist und quadratische T'heiler nicht enthalten soll. Vorausgesetzt wird 
as dabei, dass nicht die in den successiven Reduetionsformeln vorkommenden 
Klammern verschwinden: ist das letztere der Fall, so ergiebt sieh für die der 
nd - Gleichung (78.) analoge Gleichung die folgende: 

ht | "M-+iN] q) . +(M,+iN,} q d£ u 

(83) „ 19) Fr 
HOHEN Yg) a + HN de = 0 
Y4(&) \ you) 

ci und daraus folgt mit Hülfe der der Gleichung (79. analogen Gleichung 

0 (indem man wieder annehmen darf, dass keine der w-Funetionen verschwindet), 

ln dass die Gleichung 

‚me (84)  (M+5NYgQ)+{M+iN, Yg)a+-+(M,+iN,Vg)a“ = 0 

len die Lösungen 

Be- 


haben müsste. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 2. 
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Es wird somit entweder die Gleichung (84.) für die eben bezeichneten 
lL,ösungen bestehen müssen, oder es gilt die Gleichung (82.), d.h. es wird 
die Gleichung ; 

(85.) 2" +2" + +2" (pH+irVg) =) 
durch die primitive m{® Einheitswurzel & befriedigt. | 
Da die Gleichung (84.) nur Einheitswurzeln zu Lösungen hat, so ; 


ı—1 t i 
e@ sell: 
2 


| .. . . . . . 
‚ so würde die Multiplication der linken 


. . n 
muss — v, = (0) ausgeschlossen — ihr Grad nothwendig der 


. . mM — 
denn wäre derselbe kleiner als , 


- 


Seite von (84.) mit dem Polynom 
(M-iNVYD+(M—-iNVg)e+-+(M,—-iN,Vg)e“ 
ein ganzzahliges Polynom von einem Grade, der kleiner als m—1 ist, liefern, 
welches m!® Einheitswurzeln zu Lösungen hat, was der Irreduetibilität der 
m—1 
2 
die Division des Polynoms (84.) in das Polynom der Gleichung 
(86.) 2" t+2”"+t. + +c+l au () 

.- . m—1l . 

ein Polynom von einem Grade liefern, welcher kleiner als 5 Ist und 
Einheitswurzeln zu Lösungen hat, was nach den eben gemachten Ausein- 


Kreistheilungsgleichung wegen nicht angeht; und wäre u > ‚ so würde 


a u R ; m-—1 u 
andersetzungen nicht möglich ist — also ist u = 5 und die Gleichung 


(S4,.) lautet somit 


m —1 


187.) (MHHÄNVYHM HIN Vg)e+ + (Mn +iN, ıVgq)e® 


> 


0 


ı 


und hat zu Lösungen 


vv, v, 2 
a 


lÜbenso ist einleuchtend, dass der grösste gemeinschaftliche Thheiler 
zwischen der linken Seite der Gleichung (85.) und der der Gleichung (86.), 


da derselbe auch nur Einheitswurzeln zu Lösungen hat und seine Üoef- 


. . Er m—1 r 
fieienten ebenfalls die Form haben k+ilyq, vom Grade —,- sein muss, 


Kr) 


N, EN ER ’ ’ 
ee ER Ka 


also lauten wird: 


m—1 Es 
88) HN HIN rare = 0 R 
und zu Lösungen a 
| i O m 1 Fa 
a ; e’>»" 


hat. 


2 a wii 5% 
N RE ea 





an a Al 7a Ve Ne ee an ra gi, 


rg 
= 


lesen 





= 
En 
&5 
VE 
Sr 
ER 
3 
; 

= 
Gr 

I 
% 
3 
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Nun ist aber bekannt, dass für jede Primzahl » sich die Kreis- 


theilungsgleichung in die beiden Faetoren zerlegen lässt. 


m 1 m l 


FR, (1) ’ m)+ (m tn, | (—-1) " m)c+- 
(89.) | Ä = nr 


+ +m._ı + Rn (1? wa =), 


> 


weleher die Eimheitswurzeln 


.. ® .. . M— 
genügen, wenn die o sämmtliche -, 


DZ 


quadratische heste oder sämmtliche 
._ quadratische Niehtreste von m bedeuten. Stellen wir nun sowohl die 
Gleichung (57.). als auch den grössten gemeinschaftlichen Theiler von (85.) 
und (86.), also die Gleichung (88.) mit den beiden in (89.) enthaltenen 
Gleichungen zusammen. Sind (87.) oder (88.) nieht mit einer der beiden 
Gleichungen (89.) identisch, so haben sie jedenfalls mit einer derselben 
Lösungen gemein, und wenn man dann zwischen den beiden bezüglichen 
Polynomen den grössten gemeinschaftlichen 'T'heiler sucht, so hat die aus 
demselben gebildete Gleichung die Form 


m m—1 


\P+ 0,1 —4+ R,| —1 : m)+(P,+ 0, } > + R: | —E u m) x + .' 


(W. 
m—I 
| HP + gER, N mar 0 


und besitzt zu Lösungen nur Einheitswurzeln. deren Exponenten sämmtlich 
quadratische Reste oder quadratische Nichtreste sind. 

Es ist nun leicht den Grad v näher zu bestimmen: dass derselbe 
nicht kleiner als = sein kann, geht unmittelbar daraus hervor, dass 
dann eine Multiplieation der linken Seite der Gleichung (90. mit den drei 
Polynomen, welche aus dem obigen entstehen, wenn an die Stelle von 

/ m—1 
Y—gq, V(—1) ° m dieselben Grössen mit anderen Zeichen vesetzt werden, 
eine ganze und ganzzahlige Funetion von x von dem Grade 4r lietern 
würde, welche Einheitswurzeln zu Lösungen hat. was nicht möglieh ist. «la 
m — 1 

4 
Gleichung (90.) nur Einheitswurzeln zu Lösungen hat, die Division des 


der Annahme nach dv < m—1 ist: wäre aber v so wiürde. da die 


Polynoms (90.) in das entsprechende Polynom der Gleichung \89.) eine 
16* 
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Be j j i m —1 ' 
(sleichung von einem kleineren Grade als dem y ten hervorrufen, welche 
wiederum nur Einheitswurzeln zu Lösungen hat, was nach dem Vorigen 


m —1 


4 
Ist daher m = 3(mod.4), so muss die Gleichung (87.) oder (88.) iden- 


tisch sein mit einer der beiden in (89.) enthaltenen Gleichungen. 


nicht möglich ist — d.h. es muss v = ‚also m = 1(mod.4) sein. 


Findet nun die Gleichung (87.) statt, und ist dieselbe, wie es dann 
für m = 3(mod.4) sein muss, mit der Gleiehung (89.) identisch, so werden 
die Zahlen v,, »,, ... v„_, mit den Zahlen o,, %,... o,„_, zusammen- 


m 


fallen und somit sämmtliche quadratische Reste oder quadratische Nichtreste 
von m vorstellen. Existirt dagegen die Gleiehung (88.) und ist diese also 
auch, wie als nothwendig erkannt worden, mit (89.) identisch, so wird 
g=m sein müssen, da man von q annehmen durfte, dass es keine qua- 
dratischen 'T'heiler hat, und es geht dann die Gleiehung (85.) in 

91) E"-ber 4. +Et = p+irym 
über. Nun ist aber, wie wir wissen, 

= i 


(92, EEE = rn —1+ 2 ym, 


. mA i j A 
wenn 9,, 02, ... 0,_, die 5 quadratischen Reste von m bezeichnen, 


und aus (91.) und (92.) würde folgen: 
Om—1 
De 30 DE Re ern 2 Dr (E" +8": +. +e 2 I p+r. 
somit eine Gleichung in e in rationalen Coefficienten, was nur stattfinden 
darf, wenn entweder die &-Potenzen herausfallen, d. h. es müsste 


m— 1  . e Ag uud ee RA, 

u = 2 UNE v, = 01, V; — O5, a Vı Im I» zZ», P= 
sein, also der schon oben behandelte Fall, oder es sind alle e-Potenzen 
hierin enthalten, und dann ist, da r=(0 durch die schon oben gemachte 

Annahme ausgeschlossen ist. 

m—1 
2 I 
sind dann die quadratischen Nichtreste von m. 


u nn zz 


’ 


ur A dire 


we 
LUES 


und die Grössen 9, Ya, ...v, 
Ist somit / Ydx auf ein elliptisches Integral reducirbar und hat Y, 
einen m-fachen Windungspunkt, worin m eine Primzahl = 3(mod.4), in dessen 


Umgebung Y, eine Entwicklung besitzt, in welcher in dem oben angegebenen 


FE 
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Sinne nicht alle Potenzen 






















1 , m l 


m in 


(— 0)", (m—0)", ... (me) 


m 


vorkommen, so wird einerseits der Modul des elliptischen Reductionsintegrales 


rigen anne. ua 


ein Modul der complexen Multiplication sein müssen, andererseits folgt, dass 
die Entwicklungsform von Y, 
’ Y, = v(a)(a—a)" + (a) (m a)" ++ +W,_, (2 —e) 
8 sein muss, worin 
0. 0), . . . 0 In N} 

m—1 m—1 h 
entweder alle —„ quadratischen Reste oder alle -„ quadratischen Nicht- 
reste von m bedeuten; zugleich ergiebt sich, dass Y—m der Multiplicator der 
complexen Multiplication des elliptischen Integrales sein wird, und dass nach 
früher entwickelten Sätzen auch der complexe Integralmodul bis auf die durch 
algebraische Transformation aus diesem herleitbaren bestimmt ist. 

Ist nun m = 1 (mod. 4), so kann die Gleichung (87.) oder (88.) mit 
(89.) nieht identisch sein, da die Irrationalität der letzteren Gleichung eine 
reelle ist; untersuchen wir nun den grössten gemeinschaftlichen Theiler 
zwischen (87.) oder (88.) und einer der Gleichungen (89.), der, wie oben 

; m—1 . . 
gezeigt worden, vom Grade “,- sein muss, ferner nur Einheitswurzeln 
zu Lösungen haben wird und dessen Coeffieienten von der Form sind 
P+0V-qg+R\m, 


und stellen die aus demselben gebildete Gleichung mit einer jener Gleichungen 
m—1 j ’ 2 i Be ö 

vom =, ten (Grade zusammen, welche die Kreistheilung liefert, so wird. 

wenn wir annehmen, dass diese beiden Gleichungen von demselben Grade 


nicht identisch sind, der grösste gemeinschaftliche T’heiler zwischen diesen 


a a era 
EEE SEE EEE 


m—1 . m 
beiden Polynomen vom -, ten Grade sein müssen, wie man aus den Auf- 
lösungen der bekannten biquadratischen Gleichung, denen die vier Perioden 
genügen, leicht ersieht; wenn somit m = 5 (mod. 8) ist, wird wieder, nach 


derselben Schlussweise wie früher, jener grösste gemeinschaftliche T'heiler 





mit der Kreistheilungsgleichung zusammenfallen müssen. Daraus ergeben 
sich wieder Folgerungen für den eomplexen Multiplieator, und dieser bestimmt 
wieder den Integralmodul bis auf transformirte Moduln eindeutig, so dass 
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nur S als ganze Function (r—1)ter Grades von Y, in der Form 
= hla)tha)Y+hkla)Yi+ th, le) 
herzustellen ist, dass 
VEL-H-ed), 
worin ec als bekannt zu betrachten ist, so verzweigt ist wie die dureh die 
algebraische Gleichung »!*" Grades definirte Funetion Y, selbst, wofür am 
Antange der Arbeit die Methoden entwickelt sind. 

Auf diese Weise lässt sich eine Reihe interessanter Sätze entwickeln. 
welche die Reduetion von Abelschen Integralen auf elliptische in Verbindung 
bringen mit der Form der Entwicklung der algebraischen Funetionen um 
deren Verzweigungspunkte herum, und diese wiederum mit den Fundamental- 
sätzen der Kreistheilung, der Zerlegung der Kreistheilungsgleiehung in 
Faetoren niederer Grade und der Irreduetibilität dieser T'heilgleichungen in 
Bezug auf rationale Ausdrücke in den Perioden, Untersuchungen, auf die 
ich wieder zurückzukommen hofte. 


\Wien, September 1879. 








Die Steinersche Lösung der Malfattischen Aufgabe. 
(Hierzu Fig. 1— 5 auf Tafel I.) 


(Von Herrn Julius Petersen in Kopenhagen.) 


Di. von Steiner im Jahre 1826 im ersten Bande dieses ‚Journals. 
S. 178 ohne Analysis und ohne Beweis veröffentlichte Lösung der Malfatti- 
schen Aufgabe ist zuerst von Herrn Schröter im Jahre 1873 im 77. Bande 
dieses Journals S. 230 mittelst derjenigen Betrachtungen hergeleitet worden, 
welche Steiner der Mittheilung seiner Lösung dieser Aufgabe vorange- 
schickt hat. 

Die von Herrn Schröter gegebene Herleitung ist jedoch nicht sehr 
einfach. Aus diesem Grunde wird den Lesern des Journals die Mittheilung 
zweier anderen rein geometrischen Herleitungsweisen für die Steinersche 
Lösung der Malfattischen Aufgabe vielleicht von Interesse sein. Die eine 
derselben ist bereits in meiner Schrift „Methoden und Theorien zur Auf- 
lösung geometrischer Construetionsaufgaben“ ” auf 8. 102 der deutschen 


Ausgabe angegeben, während die andere bisher noch nieht veröffentlicht ist. 


1. 

Es sei ABC (Fig. 1) das gegebene Dreieck und es seien M,, M,, M 
die drei der Forderung der Malfattischen Aufgabe entsprechenden Kreise, 
welche einander in den Punkten «, %, y und die den Ecken A, B, C 
gegenüberliegenden Seiten des Dreiecks ABC beziehlich in den Punkten 
4, &; b,, db; ©,, ©, berühren. 

Man betrachte zwei von diesen Kreisen. M,, M,. Diese beiden Kreise 
gehören einem System von Kreisen an, welehe durch den Punkt y hindureh- 
sehen und in diesem Punkte von derselben (in der Figur der grösseren 
Deutlichkeit wegen nicht angegebenen) Geraden 7’ berührt werden. 


*) Kopenhagen 1879 bei A. F. Höst & Sohn, in dänischer, deutscher, englischer, 
französischer und italienischer Sprache. 
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Von den Kreisen dieses Systems sind bei der betrachteten Aufgabe 
zwei ausgezeichnet, von denen der eine den Punkt a,. der andere den 
Punkt db, mit dem Kreise M, gemein hat. 

Man betrachte den einen dieser beiden Kreise, etwa den durch den 
Punkt 5, hindurchgehenden und bezeichne den Schnittpunkt desselben mit 
der Seite AB dureh D. 

Die beiden Kreise M, und M, werden von dem Kreise M, und von 
der Geraden AB gleichstimmig berührt: infolge dessen werden der Kreis 
M. und die Gerade AB von allen zu dem betrachteten Systeme gehörenden 
Kreisen je unter gleich grossen Winkeln geschnitten. 

Die Riehtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich aus einer Inversion 
mit dem Inversionscentrum x (Transformation mittelst reciproker Radien für 
das 'Transformationscentrum y), oder aus einer Inversion, bei welcher der 
Schnittpunkt von M. mit /’ zum Inversionseentrum gewählt wird. 

Einen elementaren Beweis eines Satzes, welcher etwas allgemeiner 
ist als die vorstehende Behauptung, findet man auf S. 97 der deutschen 
Ausgabe meiner oben erwähnten Sehrift. 

Construirt man nun an den Kreisbogen Dyb, in den Punkten D 
und 5, die Tangenten, welche sich in F schneiden. so ergiebt sich 
Z BDF=ZAb,F. Durch Verbindung des Punktes F mit der Ecke A 
entstehen zwei Dreiecke ADF und Fb, A, aus denen sich durch Zusammen- 
legen derselben längs der Seiten DF=b,F ein gleichschenkliges Dreieck 
zusammensetzen lässt. Hieraus folgt, dass Z DAF=Z FAb,. d.h. der 
Punkt F liegt auf der Halbirungslinie AO des Winkels A. 

In Folge der Gleiehung Z BDF=Z Ab, F it Zb,FD= 180" — 2 A 
und es ist daher der zu dem Kreisbogen Dyb, gehörende Uentriwinkel 
oleich dem Winkel A, der diesem Bogen einbeschriebene Peripheriewinkel 
ZbyD gleich 150°—4 2A. 

Die Tangente /' wird nun mit je einer der beiden "Tangenten 5b, F 
und DF und je einer der beiden Dreiecksseiten AC und AB combinitt. 

I. Die 'Tangenten 7’ und 5b,F werden von allen durch y und b, 
sehenden Kreisen unter gleichen Winkeln, also auch unter gleichen Sehnen 
geschnitten. Zu diesen Kreisen gehört auch der durch die Punkte y, e. 
b,. b, hindurchgehende Kreis $,. Im den Punkten «, y einerseits, b,. b. 
andererseits werden nämlich die Kreise M, und M, von dem Kreise M, und 
von der Geraden AC gleiehstimmig berührt und es sind daher diese Punkte 











Petersen, die Steinersche Lösung der Malfattischen Aufgabe. 129 


in Bezug auf den äusseren Aehnlichkeitspunkt der Kreise M, und M. potenz- 
haltend. (Vergl. Bd. 1 dieses Journals 5. 173 und 176. Ein anderer Be- 
weis dieses Satzes lässt sich mittelst des im folgenden Artikel angegebenen 


Hülfssatzes I führen, denn die Punkte y, «, db,, b, sind die Eeken eines 
Kreisbogenvierecks, dessen Winkel einzeln gleich Null sind.) 

Die Winkel, welche M, und S, an den Sehnittpunkten b, und y be- 
stimmen, sind einander und den Winkeln eleich, unter welehen die Kreise 
Dyb,. M, und M, von S, geschnitten werden. Hieraus folgt. dass AC, b,F. 
I’ von S, unter gleichen Winkeln. also auch unter gleichen Sehnen ge- 
schnitten werden. 

li. Die Tangenten /' und DF und die Dreiecksseite AB werden 
von dem durch die Punkte e,, D, y hindurehgehenden Kreise unter gleichen 
Winkeln geschnitten. Dieser Kreis (welcher in Folge der Gleichung 
2 BDF+Z Fb,C= 180" den Kreis S, rechtwinklig schneidet) schneidet 
den Kreis S, ausser dem Punkte y noch in einem zweiten Punkte, welcher 
mit E bezeichnet werden möge. Der Punkt E bestimmt einerseits mit den 
Punkten e,, D, y, andererseits mit den Punkten 7, b,, b, je ein einem Kreise 
eingeschriebenes Viereck. Denkt man sieh nun die geradlinigen Seiten 
dieser Vierecke gezeichnet, (welche in der Figur der grösseren Dentlichkeit 
wegen nieht gezogen sind) so ergiebt sich 

Zb,Ec =Z2bby+Z2yDe=36"—-Z A-ZbyD. 
Da nun, wie früher gezeigt, Zb,yD=180’—-4 ZA ist. so ergiebt sich 
Zb,Ee, = 180"’—4Z A, d.h. der Mittelpunkt des durch die Punkte e,. E, b 
gehenden Kreises fällt mit A zusammen. 

Hieraus ergiebt sich, da Ab, = AE ist, dass der Kreis $, die Ge- 
raden AC und AE unter gleichen Sehnen schneidet. Es ist also bewiesen. 
dass der Kreis S, die Geraden AC, AE, b,F und die beziehlich durch « 
und 7 gehenden gemeinsamen Tangenten der Kreise M,. M, und der Kreise 
M,. M, unter gleichen Sehnen schneidet. 

Ebenso schneidet der Kreis e,DyE die Geraden AB, AE, DF und 
/' unter gleichen Sehnen. 

Mair bezeiehne nun den Schnittpunkt von AE mit DF dureh @, von 
AE mit b,F durch H, so ist, in Folge der eben bewiesenen Eigenschaften 
der Kreise $S, und DyE, Hb,= HE, GE=@GD: da nun Fb, = FD ist, so 
müssen die drei Punkte F, @, H zusammenfallen,. so dass die Gerade AE 
den Winkel A halbirt. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 2. 17 
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Da der Kreis S, die Geraden AC, AE und die inneren gemein- 
schaftlichen 'Tangenten der Kreise M,, M. beziehungsweise M,, M, unter 
»leiehen Sehnen schneidet. so kann man einen mit dem Kreise $S, con- 
ventrischen Kreis S, eonstruiren, welcher die erwähnten vier Geraden zu- 
sleich berührt. 

Dieser mit dem Kreise «b,b,y concentrische Kreis S,, welcher die 
Dreiecksseite AC und die Halbirungslinie AO des Winkels A berührt, muss 
zugleich, wie auf analoge Weise gezeigt wird, die Halbirungslinie CO des 
Winkels € berühren und ist somit dem Dreieck A0C einbeschrieben. 

Ebenso wird bewiesen, dass die gemeinschaftliche Tangente 7’ der 
beiden Kreise M, und M, auch den in das Dreieck BOC einbeschriebenen 
Kreis S, berührt. 

Jede innere gemeinschaftliche Tangente zweier der drei Kreise 
M,, M,, M, ist daher zugleich eine innere gemeinsame Tangente zweier der 
in die Dreiecke BOC, COA, AOB einbeschriebenen Kreise S,, S,, S., wie 
Steiner a. a. 0. angegeben hat. 

Die im Vorstehenden mitgetheilte Herleitung der Steinerschen Lösung 
für die Malfattische Aufgabe lässt sich mit geringen Abänderungen ohne 
Schwierigkeit auf den Fall ausdehnen, in welchem an die Stelle des von 
drei geraden Linien gebildeten Dreiecks ABC ein von drei Kreisbogen ge- 
bildetes Dreieck tritt, worauf ich jedoch hier nicht näher eingehe. 


2. 


Ehe ieh zu der zweiten Behandlungsweise der Malfattischen Aufgabe 
übergehe, führe ich zwei Hültssätze an, welche sich nicht allein hierbei. 
sondern auch bei anderen Untersuchungen als nützlich erweisen, obwohl 
dieselben nichts anderes enthalten, als was durch Anwendung der ein- 
fachsten Sätze der Kreislehre über Winkel von gleicher Grösse und Tan- 
venten von gleicher Länge auch unmittelbar gefunden werden kann. 

I. Sind 1. 2, 3. 4 die aufeinander folgenden (geradlinigen) Seiten 
eines eigentlichen oder uneigentlichen (überschlagenen‘ Vierecks, so ist die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass diesem Viereck ein 
Kreis umschrieben werden kann, das Stattfinden der Gleichung 

2(1,2)+2(34) = 2(2,3)+2(4,1), 
wo alle Winkel nach einer bestimmten Umlaufsriehtung zu nehmen sind. 


In dieser Form gilt der Satz auch für ein Viereck, dessen Seiten 
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von vier Kreisbogen gebildet werden, denn die beiden Winkelsummen 
werden um gleichviel vermehrt oder vermindert, wenn man statt eines der 
die Seiten bildenden Kreisbogen seine Sehne (oder den betreffenden Bogen 
des dem Viereck umschriebenen Kreises) setzt: auch gilt dieser Satz für 
Vierecke auf einer Kugellläche. deren Seiten von Kreisbogen gebildet 
werden. (Man vergl. eine bezügliche Untersuchung Steiners im zweiten 
Bande dieses Journals 8.47, und 8.97 der deutschen Ausgabe meiner oben 
erwähnten Schritt. 

Ist nun ABCD (Fig. 2) ein von vier Kreisbogen gebildetes Viereck 
und schneiden sich die Kreise, welchen die Seiten dieses Vierecks ange- 
hören, in derselben Reihenfolge betrachtet, zum zweiten Male beziehlich 
in den Punkten abed, so ist jedesmal, wenn das Viereck ABCD einem 
Kreise einbeschrieben ist, auch das Viereck abed einem Kreise einbe- 
schrieben, denn die Winkel bei a, b, e, d sind von den Winkeln bei 
A, B, C, D nur hinsichtlich des Vorzeichens. nieht aber der Grösse nach 
verschieden. 

Il. Der zweite Hülfssatz betrifft das einem Kreise umschriebene 
Vierseit. ‘Vergl. die Abhandlung Steiners über das dem Kreise um- 
schriebene Viereck, dieses Journal Bd. 32, 8. 305—310. 

Wählt man auf zwei gleichnamigen „emeinschaftlichen 'Tangenten 
zweier Kreise $, und S, (Fig. 3) beliebig je einen Punkt A und C aus 
und eonstruirt sodann von diesen Punkten aus an die beiden Kreise S, und 
S, die zweiten Tangenten AB, AD, CB, CD, so ist das auf diese Weise 
entstandene Vierseit ABCD einem Kreise S umschrieben. 

Der Beweis ergiebt sich durch wiederholte Anwendung des Satzes, 
dass die von einem Punkte aus an denselben Kreis „eleeten Taangenten 
gleiche Länge haben. 

Auch die Umkehrung des angeführten Satzes ist richtig: 

Das Vierseit ABCD (Fig. 3) sei einem Kreise S umschrieben. Man 
ziehe von der Ecke A aus eine beliebige Gerade AE und construire den 
die Geraden AB, BC, AE berührenden Kreis S, und den die Geraden AD, 
DC, AE berührenden Kreis S,, mit der näheren Bestimmung, dass B ein 
Aehnlichkeitspunkt der Kreise S, S,, D ein Aehnlichkeitspunkt der Kreise 
S, S, ist. Es geht dann die mit AE gleichnamige zweite 


emeinschatt- 


u 


liche Tangente der Kreise $S, und $, dureh den Punkt € hindureh. 


Be“ 
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In der Fläche eines Dreiecks ABC (Fig. 4) nehme man einen Punkt 
0 beliebig an und construire die den Dreiecken BOC, C0A, AOB einge- 
schriebenen Kreise S,, S,, S,, deren Mittelpunkte beziehlich a, b, e sein 
mögen. (Um die Figur nieht zu sehr mit Linien zu überladen, sind in der- 
selben nur die Mittelpunkte dieser drei Kreise angegeben.) Es seien d, e, f 
beziehlieh die Schnittpunkte der Geraden be, ca, ab mit AO, BO, CO. Con- 
eentrisch zu den Kreisen S,, S,, S. construire man drei andere Kreise S,. 
S/, S/ in der Weise, dass S, und S. einen Punkt P von AO, S/ und S, 
einen Punkt Q von BO gemeinsam haben, wobei OP= 00. Es ergiebt 
sieh dann, dass auch S, und $,/ einen auf CO liegenden Punkt R gemein- 
sam haben und dass OP = 00 = OR ist. 

Da S, die Geraden AC und AO unter gleichen Sehnen schneidet. 
so ist Ab,= AP, analog ist AP= Ae,: tolglich ist A der Mittelpunkt des 
dureh die Punkte 55, P, ce, hindurchgehenden Kreises. Dieser Kreis be- 
rührt mithin den durch ?, Q@, R hindurchgehenden Kreis, dessen Mittelpunkt 
0 ist, im Punkte P. Betrachtet man nun das Kreisbogenviereck RPPO, 
dessen Seiten beziehlich den Kreisen S,, b,Pe,, S., S, angehören, und be- 
zeichnet die zweiten Schnittpunkte der Kreise S,, S.: S., $S,; S,, S, be- 
ziehlich mit p, g, r, so ergiebt sieh nach dem im Art. 2 angeführten Hülfs- 
satze I, dass auch die vier Punkte rb,c,g auf einem Kreise M, liegen. 

Wenn der Punkt R die Gerade CO durchläuft, so beschreibt der 
Punkt » eine zu CO in Bezug auf die Uentrale ab der beiden Kreise $,, 
S/ symmetrisch gelegene Gerade frh, die zweite innere gemeinschaftliche 
Tangente der beiden Kreise S,, S,. Es werden also die Geraden AC, CO, 
fh von «dem Kreise S, unter gleichen Sehnen geschnitten, folglich schneidet 
auch der durch die Punkte r und db, hindurchgehende Kreis M, die Geraden 
fh und AC, mithin auch (weil Ac, = Ab,) die Gerade AB unter gleichen 
Sehnen. 

Durch analoge Schlüsse ergiebt sich unter Zuhülfenahme des Kreises 
S' dass der Kreis M, die Geraden AB, AC, frh und die (in der Figur der 
grösseren Deutlichkeit wegen nicht gezogene) Gerade eg unter gleichen 
Sehnen schneidet. 

Hieraus folgt, dass in das von den Geraden Ab, AC, frh, eg ge- 
bildete Vierseit ein mit dem Kreise M, eoneentrischer Kreis MH, einbe- 
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schrieben werden kann. Die Lage des Mittelpunktes a dieses Kreises ist 
von der Wahl des Punktes P auf AO unabhängi 


O0’ 
m 


Zu dem Kreise M, giebt es einen analogen Kreis M,, welcher die 
(eraden AB, BC, frh, dp unter gleichen Sehnen schneidet; in das von 
diesen vier Geraden gebildete Vierseit kann daher ein Kreis M, einbeschrie- 
ben werden. 

Einer der beiden Schnittpunkte der Kreise M,, M,, nämlich r, liegt 
auf der Geraden fh; wenn auch der zweite Schnittpunkt dieser beiden 
Kreise auf fh liegt, so berühren sich die Kreise M, und M,. Damit dies 
eintrete, MUSS €, 6; = 6,6, Sein, oder es muss, da „h=hr=he, ist. ,h=he, 
sein, d.h. es muss A mit dem Berührungspunkte von S, und AB zu- 
sammenfallen. 

Bei den bisherigen Betrachtungen konnte der Punkt O ein beliebiger 
Punkt im Innern des Dreiecks ABC sein. Es soll nun gezeigt werden, 
(lass der vorher gefundene Punkt % mit dem Berührungspunkte von 8, und 
AB übereinstimmt, wenn der Punkt 0 der Mittelpunkt des dem Dreieck 
ABC einbeschriebenen Kreises S ist. 


4. 

Es sei der Punkt O0 (Fig. 5) der Mittelpunkt des dem Dreieck ABC 
einbeschriebenen Kreises S und es seien S,, S, zwei der drei Steinerschen 
Hültskreise, welche also den Dreiecken BOC beziehungsweise COA einbe- 
schrieben sind. . 


Die Gerade AC ist eine gemeinsame "Tangente von S, S,, die Gerade 
BC ist eine gemeinsame Tangente von S und S,. Man construire die zu 
AC gleichnamige zweite gemeinsame Tangente von S und S, und die zu 
| ; BC gleichnamige zweite gemeinsame Tangente von S und S,; diese be- 
F stimmen mit der Geraden AB ein Dreieck A,B,C.. 

. Das von den Geraden BC, CA, A,C,, C,B, gebildete Vierseit ist mun 
5 ! dem Kreise S umschrieben, von der Ecke C aus ist CO gezogen und der 
y : Kreis S, berührt CB, B,C,, CO so, dass der Schnittpunkt von CB, B,C 
Aehnlichkeitspunkt von S, S, ist: der Kreis S, berührt CA, A,0,, 00 so, 

f dass der Schnittpunkt von AC und A,C, Aehnlichkeitspunkt von S, S, ist. 
- F Nach dem im Art. 2 angeführten Hülfssatze II liegt also C, auf der zweiten 


mit CO gleichnamigen den Kreisen S,, S, gemeinsamen Tangente. Diese 
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Tangente schneide CO in f, BO ing, AB in h. Nach demselben Hülfssatze 
kann dem Vierseit A,BgC, ein Kreis T’ einbeschrieben werden, denn es 
liegen die Ecken B und €, je auf einer der beiden gleichnamigen den 
Kreisen S, S, gemeinsamen Tangenten BC, B,C,, während die vier Seiten 
des Vierseits die zweiten von B und ©, aus an diese Kreise gelegten 
Tangenten sind. 

Der Kreis T wird also von der Geraden BOV berührt, welche mit 
A,C, einen rechten Winkel einschliesst. Der Winkel zwischen AC und 
der Centrale von S,, S, der Geraden bO ist nämlich 90’—-4(2C—-ZA). 
folglich ist der Winkel zwischen AC und A,C, gleich 4(Z C—Z A), also 
ist ZBAV=W-%ZDB. (Auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass die 
(serade AOU mit der Geraden B,C, einen rechten Winkel einschliesst. ) 

Wird nun von O aus auf AB die Senkrechte ON gefällt, so ergiebt 
sich. wegen der Symmetrie der Figur A,VON in Bezug auf die Gerade 
A,0, welche auch für den Kreis T eine Symmetrieaxe ist, dass auch ON 
eine Tangente dieses Kreises ist, dass also dieser Kreis mit einem der 
äusseren Berührungskreise des Dreiecks BON zusammenfällt. 

Auf analoge Weise wird nachgewiesen, dass der dem Dreieck C,hB, 
einbeschriebene Kreis T’” von den Geraden AOU und ON berührt wird. 

Das Vierseit OAhb entspricht jetzt den Voraussetzungen des Hülfs- 
satzes II des Art. 2: denn es kann das Dreiseit OAB als ein Vierseit mit 
h als viertem Eekpunkte angesehen werden. Es muss daher, da 0 auf der 
einen, A auf der zweiten gleichnamigen den Kreisen T'T’ gemeinsamen 
Tangente liegt, AR—hb= AO—bBO sein, d.h. A ist der Berührungspunkt 
des dem Dreieck AOB einbeschriebenen Steinerschen Hülfskreises S, und 
der Seite AB. 

Es ist also nachgewiesen: 

l) dass die zweite innere gemeinsame Tangente der beiden Steiner- 
sehen Hülfskreise S, und S, durch den Berührungspunkt des dritten Steiner- 
schen Hülfskreises S, nnd der Dreiecksseite AB hindurchgeht: 

2) dass diese Tangente hindurchgeht durch den Schnittpunkt der 
in den Punkten U und V auf den Geraden AOU und BOV errrichteten 
Senkrechten: 

3) dass diese Tangente zugleich eine gemeinschaftliche Tan- 
vente zweier äusseren Berührungskreise der beiden Dreiecke AON und 
BON ist. 








Petersen, die Steinersche Lösung der Malfattischen Aufgabe. 


Wendet man nun das Ergebniss der letzten Untersuchung auf die 


im Art. 3 angestellte Betrachtung an, unter der Voraussetzung, «dass der 
Punkt O jetzt mit dem Mittelpunkte des dem Dreieck ABC einbeschriebenen 
Kreises zusammenfällt, so ergiebt sich, dass die beiden Kreise M, und M, 
und ein auf analoge Weise zu findender dritter Kreis M, genau diejenigen 
Kreise sind, deren Auffindung die Malfattische Aufgabe fordert. 


Kopenhagen, im December 1879. 











Zur Polarentheorie der Curven und Flächen dritter 
Ordnung. 


(Hierzu Fig. 6 auf Taf. I.) 


(Von Herrn Milinowski zu Weissenburg i. E.) 


In vorigen Jahrgange dieses Journals leitet Herr Sturm in der Ab- 
handlung: „Zur Theorie der Flächen dritter Ordnung“ ausser den allge- 
meinen Polareigenschaften den Satz ab, dass die Satellitfläche eines Punktes 
P bezüglich einer Fläche dritter Ordnung die erste Polarfläche dieses Punktes 
längs eines in der Polarebene von P gelegenen Kegelschnittes berühre. 
Schneidet man die genannten Flächen durch eine Ebene, so folgt der be- 
kannte Satz: „Der beigeordnete Kegelschnitt eines Punktes P bezüglieh 
einer Curve dritter Ordnung berührt die erste Polare dieses Punktes in ihren 
Schnittpunkten mit der zweiten Polare.“ Die von Herrn Sturm für die 
Flächen dritter Ordnung gegebene Ableitung lässt sich, wie es scheint. 
nieht auf «die Ebene übertragen; der von Herrn Cremona (Seite 223 der „Ein- 
leitung in eine geometrische T'heorie der ebenen Curven“) gegebene Beweis 
wird durch Rechnung geführt und deshalb dürfte ein rein geometrischer 
nicht ohne Interesse sein. Die folgende Betrachtung, deren Inhalt ieh 
schon im September vorigen Jahres Herrn Schroeter mittheilte, und 


welche aus der Ebene nieht herausgeht, sich aber ohne Schwierigkeit auf 


den haum übertragen lässt, liefert gleichzeitig mit dem Beweise jenes Satzes 
in einfacher Weise die Haupteigenschaften der Polaren und der harmo- 
nischen Mittelpunkte. Sie nimmt ihren Ausgangspunkt von einem für die 
Theorie der Gebilde dritter Ordnung äusserst wichtigen, im Allgemeinen 
noch wenig benutzten Satze, der wohl zuerst von Herrn Reye (et. Geo- 
metrie der Lage, 11. Abth., 2. Aufl. S. 203) veröffentlicht. worden ist: „Alle 
Punkte, welehe einen Punkt P von einer Fläche F° dritter Ordnung har- 
monisch trennen. liegen auf einer anderen Fläche P’ dritter Ordnung.“ 
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Diese soll der Kürze wegen die harmonische Polarfläche von P bezüglich 
F’ heissen. Den Beweis des entsprechenden Satzes für Curven dritter 
Ordnung und zahlreiche Folgerungen, welche Steiner im 47. Bande dieses 
Journals ohne Beweis gegeben hatte, habe ieh im 78. Bande (1873) dieses 
Journals in der Abhandlung: „Zur Geometrie der ebenen Curven dritter Ord- 
nung“ mitgetheilt. Des leichteren Verständnisses wegen wiederhole ich diesen 
Beweis in aller Kürze. Man betrachte eine Curve C©° dritter Ordnung als 
eine Tripeleurve (ef. Schroeter, Steiners Vorlesungen S. 500) eines Netzes 
von Kegelschnitten und wähle auf ihr irgend drei Tripel T, T,. T,.. Dureh 
P lege man eine variable Gerade x, welche C’ in X,X,X, schneidet. Zu 


jedem der Punktpaare A,X,. X,X,. A,X, gehört ein bestimmter es zu einem 


Tripel ergänzender Punkt XA,.. Ar, Ay. Da je zwei Tripel auf einem 
Kegelschnitte liegen, so lege man durch jedes der letzteren Tripel und 


jedes der ersteren einen Kegelschnitt. Dreht sich dann x um P, so durch- 


laufen diese Kegelschnitte drei Netze (T), (T,). (T,). Ordnet man je drei 
Kegelschnitte, welche durch dasselbe Tripel gehen. z. B. durch X,X,X,,. 
einander zu, so sind die Netze collinear auf einander bezogen. Die Polaren 
von P nach den Kegelschnitten dieser Netze bilden also drei eollineare 
Systeme. Alle Punkte, durch welche drei homologe Strahlen gehen, liegen 
auf einer Curve P’° dritter Ordnung, welche ©’ von P harmonisch trennt. 
Sie heisse die harmonische Polarcurve von P. 

„Sind &,9,y,P vier Punkte einer Geraden g, so giebt es nur drei 
Punkte «5y von der Beschaffenheit. dass « ?y,P, Pyw,P, y«@P,P harmonisch 
sind.“ (Es bedeuten die beiden ersten und die beiden letzten zugeordnete 
Punkte.) Man verbinde (ef. Fig. 6) einen beliebigen Punkt M mit y, und 
,, nehme auf My, beliebig N, bringe PM und «,N zum Durehschnitt in 
A, schneide «,N mit %,M in O0, PN mit %,M in B, MN mit OP in C, so 
sind die Schnittpunkte von g mit den Seiten des Dreiecks ABC drei Punkte 
ey von der im Satze genannten Eigenschaft. Aus den Eigenschaften des 
vollständigen Vierseits folgt nämlich, dass ABO,C,. BCA,A,, CAB,B, und 
daher auch eAy,P, ye,P, yaP,P harmonisch sind. 

Es bleibt zu zeigen, dass «y die einzigen Punkte der genannten 
Kigenschaft sind. Zu dem Zwecke sollen M und N sich auf zwei Geraden 
m und rn bewegen: dann sind, da MN durch y, geht, die Punktreihen 
m(M...) und »(N...) und also auch die Büschel P(M...) und «,(N...) pro- 
jeetivisch. Diese befinden sich in perspeetivischer Lage, da R und S ho- 
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mologe Punkte sind, und erzeugen also eine Gerade a. Rückt M nach 0, 
so thut dies auch N, also geht a durch @. Es bewegt sich also A auf a 
und ebenso zeigt man, dass B sich auf einer Geraden 5b bewegt, welche 
dureh Q geht. Die Punktreihen «(A...) und b(B...) sind in projeetivischer 
jeziehung und perspectivischer Lage. Denn rücken M und N nach 0, so 
thun dies auch A und B. Zwei homologe Punkte sind T und U, also geht 
die Seite AB stets dureh 7. Also bleibt 7 und somit auch « und 9 
ungeändert. 

„Sind P° und 0° die harmonischen Polareurven von P und O nach 
C, so geht die harmonische Polareurve eines jeden Sehnittpunktes von P’ 
und 0° dureh P und 0“, wie sich unmittelbar aus der Entstehung von P' 
und 0° ergiebt. „Ist P ein Punkt von C’, so zerfällt seine Polareurve P’ 
in die Tangente p durch C und einen Kegelschnitt P’, welcher 0° in P 
berührt“, wie sich auch aus der Entstehung von P° ergiebt. Denn in P 
berühren die Curve drei homologe Kegelschnitte der collinearen Netze unıd 
in p fallen also drei homologe Strahlen zusammen. Somit ist p ein Theil 
von P’ und der andere daher ein Kegelschnitt P*. 

Eine Gerade p schneide C’ in ABC; es seien A’B°’C’ ihre harmonischen 
Polareurven, welehe in die Tangenten abe durch ABC und die in ABC 
berührenden Kegelschnitte A’B°C’ zerfallen. A? und B’ mögen sich in 
PP,P,P, schneiden, dann muss die Polareurve P’ von P dureh A und B 
eehen. Die Geraden AP, BP, CP schneiden C° in A,A,, B,B,;, C,C;: diese 
sechs Punkte liegen auf einem Kegelschnitte X, in Bezug auf den p die 
Polare von P ist, also sind CPC,C, harmonisch und P’ geht auch durch 
C, folglich auch €’ durch P. In gleicher Weise folgt, dass C° auch durch 
P,P,P, geht. Man nennt PP,P,P, die vier Pole von p und p die zweite 
oder gerade Polare eines jeden von ihnen. 

© und P° schneiden sich also in drei Punkten einer Geraden und 
daher noch in sechs Punkten, die auf einem Kegelschnitte P’ liegen, den 
man die erste oder conische Polare von P nennt. 

„Die conische Polare P’ eines Punktes P schneidet ©’ in den Be- 
rührungspunkten der Tangenten aus P*. Ist D ein Schnittpunkt von P 
mit ©, so kann D kein Punkt sein, der durch zwei andere Punkte von 
C° harmonisch von P getrennt wird. Denn wäre dies der Fall, so lässt 
sich, wie vorhin, zeigen, dass auch die Schnittpunkte D,, D,, D, von C 
mit AD, BD, CD solche Punkte sind und ebenso die Schnittpunkte von 
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C mit D,B, D,C, D,A, D,C, D.A, D,B u. s. f., und alle diese müssten 
gleichzeitig auf P’ liegen. Ist aber PD eine Tangente mit dem Berührungs- 
punkte D, so fallen in D zwei Schnittpunkte zusammen und diese werden 
durch D selbst von P harmonisch getrennt. „Daher lassen sich von einem 
Punkte sechs Tangenten an eine ©” ziehen. deren Berührungspunkte auf 
einem Kegelschnitte liegen.“ 

Eine beliebige Gerade y durch P schneide C* in MNO, p in Q, P’ 
in 0,0; es soll gezeigt werden: „Für jede durch MNO gelegte Uurve 
dritter Ordnung geht die zweite Polare durch Q, die erste durch 0,0.“ 

Durch die neun Punkte MNOAA,A;BB,B, geht ein Büschel von 
Uurven dritter Ordnung, da zwei ÜUurven dritter Ordnung hindurchgehen, 
nämlich C° und die aus den drei Geraden bestehende Curve (g, AP, BP). 
In Bezug auf alle Curven des Büschels ist p die gerade Polare von P. 
Sind E und F beliebige Punkte von p, E’ und F’ die dureh sie gehenden 
(‘urven des Büschels, welche PE in E,E,. PF in F,F, schneiden. so sind 
PEE,E, und PFF,;,F, harmonisch und die Punkte MNOEE,E,FF;F, sind 
wieder Grundpunkte eines Büschels von Curven dritter Ordnung. in Bezug 
auf welche p die zweite Polare von P ist. Man kann auf gleiche Art sich 
alle möglichen Büschel von Curven dritter Ordnung hergestellt denken und 
zwar ist ihre Zahl von doppelt unendlicher Mächtigkeit, da E und F zwei 
beliebige Punkte von p sein können. Eine Curve, für welche p die zweite 
Polare von P ist, werde mit K’ bezeichnet. 

Durch MNO sei y’ eine ganz beliebige Uurve dritter Ordnung. Wir 
stellen zwei collineare Systeme in perspeetivischer Lage her, deren Axe 
g sein soll. Ist z die gerade Polare von P nach y’, so nehme man auf 
p und 7 zwei beliebige Punkte @ und 7’ als homologe an. P/’ schneide y’ 
in 7,7. Zu 7‘, werde der Punkt @, als homolog angenommen: er muss auf 
PG liegen. Das Uentrum S der Collineation ist der Durchschnitt von GT 
und @,7,. Die Gerade S7, trifitt PG im homologen Punkte @, zu I}: da 
PI'I,T‘, harmonisch sind, so sind es auch PG@G,6.. Der Curve y’ ist 
homolog eine Curve durch MNOGG,@.. Ist X ein beliebiger Punkt von 
p und sind PXX,X, harmonisch, so geht durch MN0OGG,6,XX,X, ein 
Büschel von Curven K’. Auf y seien ee’E" drei beliebige Punkte, ihre 
homologen RR’'R”. Von den Curven des letztgenannten Büschels geht 
eine einzige Ki) durch A. Aendern sich X,X, auf PX, so erhält man neue 
Curvenbüschel und in jedem giebt es eine Curve durch R. Alle diese 
18 * 
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Curven durch AR bilden ein Büschel. Kommen X,X, etwa in die Lage 
X,X;. so giebt es im Büschel (NN0OGG,@,XX!X,) eine Curve K’: K} und 
K, bestimmen ein Büschel, dessen Grundpunkte HN0OG6G,6,XR und Y sind: 
sie schneiden PX in einer quadratischen Involution X,X,, XIX, ... und 
haben daher sämmtlich p und P als zweite Polare und Pol. Eine einzige 
von ihnen geht dureh AR. Dreht sich PX um P, so erhält man unendlich 
viele Curven K’ durch R und AR’, die ein Büschel bilden, da sie acht ge- 
meinsehaftliche Punkte MNOGG,@G,RR' haben. Eine von ihnen e geht 
dureh R” und diese muss in der angenommenen Collineation homolog zu 
y’ sein. 

Die harmonischen Polareurven p’ und nz’ von P bezüglich e’ und 
y’ sind daher auch homolog und deshalb auch die durch die Schnittpunkte 
von e’ und p’ einerseits, von y’ und " andererseits bestimmten geraden 
und eonischen Polaren. Die ersteren müssen sich in Q, die letzteren in 
0,0,, auf der Axe der Collineation schneiden. 

Somit folgt, dass die Punkte Q und Q,0, unabhängig von der dureh 
MNO gelegten Curve und nur von der Lage des Punktes P gegen MNO 
abhängig sind. Man nennt Q den harmonischen Mittelpunkt ersten Grades, 
0,0, die harmonischen Mittelpunkte zweiten Grades von P bezüglich UNO. 

Aus dem Vorigen folgt zunächst: „Dreht sich eine Gerade g um 
einen Punkt P, so durchläuft der harmonische Mittelpunkt ersten Grades 
von P bezüglich der Schnittpunkte von g mit einer festen Curve ©’ dritter 
Ordnung eine Gerade, die zweite Polare von P und die harmonischen 
Mittelpunkte zweiten Grades durchlaufen die erste Polare.“ 

\lan erforscht die Beziehungen der harmonischen Mittelpunkte am 
leichtesten an den einfachsten Curven dritter Ordnung, den dreiseitigen, 
welche aus drei Geraden bestehen. 

Es seien abe die Seiten eines Dreieeks ABC. Die harmonische 
Polareurve P? von P zerfällt in die drei Geraden a,b, c,. welche die Seiten- 
paare be, ac, ab harmonisch von P trennen. Sie werden von den Seiten 
abe in den Punkten «, ?,y, der geraden Polare p und in den Ecken ABC 
noch in je zwei zusammenfallenden Punkten geschnitten und in ihnen von 
einem Kegelschnitte, der conischen Polare P’ von P berührt. 

Die Polaren von «,P,y, bezüglich P’ sind Ace, BP, Cy, also ist P 
der Pol von p bezüglich P’. Schneidet eine Gerade y durch P die gerade 
Polare p in Q, die conische Polare P’ in Q,Q,, so müssen 0,0, durch PO 
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harmonisch getrennt sein, also folgt: „Liegen auf einer Geraden g vier 
Punkte MNOP, so werden die harmonischen Mittelpunkte zweiten Grades 
von P nach MNO durch den harmonischen Mittelpunkt ersten Grades har- 
monisch von P getrennt.“ 

„Die gerade Polare eines Punktes P bezüglich einer beliebigen Curve 
C’ ist die Polare von P nach seiner conischen Polare P’. 

Es sei D ein variabler Punkt der eonischen Polare P’ von P bezüg- 
1 lich der dreiseitigen Curve (abe); die Geraden AP, BP, CP treffen abe 
in ABC, deren harmonische Gegenpunkte in Bezug auf die Ecken ABC 


SEE TÄTEEER FETTE 
TER 2 


des Dreiecks WB’E sein mögen. Letztere liegen in einer Geraden d, der 


geraden Polare von D bezüglich (abe). Da A(D...)/ B(D...) C(D...), 
| so ist auch (9...) A (2...) A (EC...) und daher auch (W...)\(B...) 1 (®...). 
| | Die Punktreihen (W...) und (B...) liegen aber perspectivisch, wie sich 
| | leicht ergiebt, wenn man D nach © rücken lässt, also schneiden sich alle 


(Geraden d in einem Punkte. Rückt D nach A, so fällt A mit «, und W 


mit @, B und ® mit A, also d mit Ao zusammen. Es gehen daher alle 
) i (Geraden d durch P. „Ist D ein Punkt der eonischen Polare P’ von P be- 
’ 4 züglich (abe), so ist P ein Punkt der geraden Polare d von D.“ Sind 
| MNO die Sehnittpunkte von PD mit abe, so folgt: „Ist D ein harmo- 
| nischer Mittelpunkt zweiten Grades von P bezüglich MNO, so ist P ein 
S E harmonischer Mittelpunkt ersten Grades von D bezüglich MNO.“ 
r \ Wir kehren jetzt zur allgemeinen Curve O©° zurück. Aus dem letzten 
N : Satze folgt sofort: „Die eonischen Polaren aller Punkte einer Geraden 


bilden ein Büschel, dessen Grundpunkte die Pole der Geraden sind.“ 


N „Dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so durchlaufen ihre Pole 
1. ; die eonische Polare des Punktes.“ 


Man findet die gerade Polare von P nach C°, wenn man C° mit einer 


a a ie 
aa BE 


@ Geraden g durch P in MNO schneidet, in diesen Punkten die Tangenten 
“ : abe construirt und die gerade Polare von P bezüglich der dreiseitigen 
N ; Curve (abe) aufsucht. Sind ABC die Ecken derselben, @/y die Schnitt- 
C : punkte von abe mit AP, BP, CP, «,/,y, ihre harmonischen Gegenpunkte 
n bezüglich der Ecken, so liegen die letzteren auf der geraden Polare p 

\ von P. Durchläuft P die Gerade g, so durchlaufen «,/?,y, drei projec- 
PrmE tivische Punktreihen und die Geraden p hüllen einen Kegelschnitt p’ ein, 
le die Poloconik von g. „Die geraden Polaren aller Punkte P einer Geraden 


9 hüllen einen Kegelschnitt p' ein, die Poloconik von g. Dieser berührt 
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die Tangenten abe, die in den Schnittpunkten MNO von C° und g gezogen 
werden, in denjenigen Punkten M,N,O,, welche die Eeken ABC der drei- 
seitigen Curve (abe) harmonisch von MNO trennen.“ 

Ist U ein Punkt der Poloconik g‘, U’ seine conische Polare, so muss 
U° die Gerade g berühren, denn durch U geht nur eine gerade Polare 
eines Punktes von g: „Die Poloconik einer Greraden g ist der Ort der Punkte. 
deren (Grerade g berühren.“ 

„Alle eonischen Polaren durch einen Punkt P bilden ein Büschel.“ 
denn ihre Pole liegen auf der geraden Polare von P. „Irgend zwei Büschel 
eonischer Polaren haben einen Kegelschnitt gemein,“ dessen Pol der Dureh- 
schnitt der beiden Geraden ist, auf denen die Pole aller Kegelschnitte der 
beiden Büschel liegen. „Alle eonischen Polaren bilden ein Netz.“ Die 
Tripeleurve H° desselben heisst die Hessesche Curve von €". 

Die eonischen Polaren aller Punkte von g bilden ein Büschel; in 
diesem giebt es drei Geradenpaare. Eines derselben P’ sei die Polare von 
P auf g und habe den Scheitel O0. Die conische Polare des letzteren sei 
0‘, die gerade g; beide müssen durch P gehen. Ist q, die Polare von Q 
bezüglich aller Kegelschnitte des Büschels, Q ihr Schnittpunkt mit g, &’ 
(dessen eonische Polare, so muss die Polare q von O& nach ©’ durch Q 
oehen und ausser Q\ giebt es auf g keinen Punkt, dessen gerade Polare 
durch Q@ geht. Ginge noch die gerade Polare r von R, also die Polare 
nach seiner eonischen Polare R’ durch Q, so müsste die Polare von Q nach 
N auch dureh R gehen: dies ist unmöglich, also geht durch Q@ nur die 
verade Polare des Punktes Q& auf g und Q ist ein Punkt der Poloconik g’ 
von g. „Die Poloconik g’ von g geht also durch die drei Scheitel der 
(reradenpaare, welche in dem Büschel eonischer Polaren der Punkte von 
q enthalten sind.“ Zwei dieser Polaren M’ und N’, deren Pole M und N 
sind, berühren g: die Berührungspunkte seien A und B. Da A auf der 
eonischen Polare von M liegt, so muss M auf der geraden Polare von A 
liegen, d. h. auf der Polare von A nach seiner eonischen Polare A. Die 
Polaren von A nach allen eonischen Polaren müssen sich daher in M 
schneiden, da g, die Polare von A nach M’, auch durch M geht. Weil 
aber die Polare von A nach N’ durch B geht, so müssen sich die Polaren 
von A nach allen eonischen Polaren der Punkte von g auch in B schneiden. 
Daher fallen M und B zusammen und ebenso folgt, dass N und A zu- 
sammenfallen. „Auf jeder Geraden g giebt es zwei Punkte M und N, 
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deren conische Polaren g berühren, und zwar berührt die eonische Polare 


von M in N und diejenige von N in M.“ 

Der Polarkegelschnitt von g in Bezug auf die eonischen VPolaren 
der Punkte von g geht durch die drei 'Tripelpunkte des von ihnen ge- 
bildeten Büschels und durch die Punkte, in denen g von zwei Kegelsehnitten 
desselben berührt wird, fällt also mit der Poloconik g’ zusammen. „Die 
Poloconik einer Geraden ist der Ort der Pole derselben in Bezug auf die 
eonischen Polaren ihrer Punkte.“ 

Um die Poloconik g’ von g zu erzeugen, nehme man auf g zwei 
beliebige Punkte P und P.. Die Polaren derselben bezüglich der eonischen 
Polaren der Punkte von g bilden zwei projeetivische Strahlenbüschel mit 
den Scheiteln B und ®,, wenn man die Polaren von P und P, bezüglich 
desselben Kegelschnittes einander zuordnet. Es seien P’ und P; die eonischen 
Polaren von P und P,. Die Polare p von P nach P’ berührt in BP die 
Poloconik g’: der zu ihr homologe Strahl des Büschels (B,) ist also die 
Polare von P, nach P’: weil aber p in ® die Poloconik berührt, so ist der 
zu p homologe Strahl der gemeinschaftliche Strahl PP. Ebenso beweist 
man. dass der letztere auch die Polare von P nach P; ist. Daraus aber 
folgt: „Sind P und P, zwei beliebige Punkte, P’ und P; ihre eonischen 
Polaren, so fällt die Polare von P nach P; mit derjenigen von P, nach P° 
zusammen." Diese heisst die gemischte gerade Polare von P und P.. 

In einem Punkte € bilden die Strahlenpaare ab, a,b,, &b, ... eine 
quadratische Strahleninvolution und schneiden eine Gerade e in AB, A,B,. 
AB;, .... Die conischen Polare P’P/P;... eines Punktes P bezüglich der 
dreiseitigen Uurven (abe), (a,b,c), (ab;c),... gehen dureh € und berühren in 
ABA,B,A;B,... diejenigen Geraden a’b’a,b,asb,.... welche P(ABA,B,A,B,...) 
harmonisch von be, ac, b,c,, a,C,, b2C,, 4x;C,, ... trennen. Diese Geraden 
schneiden sich in demjenigen Punkte P’, welcher P von C und e harmonisch 
trennt, also sind P’ und e Pol und Polare für P’P/P;... Diese bilden 
daher ein Büschel, denn die Kegelschnitte, welche zum Büschel (P’P}) 
sehören, müssen e in den Punkten derselben Involution schneiden und in 
ihnen die Strahlenpaare a’b’, a,b, @&b,, ... derselben Involution berühren. 

Ordnet man jeder dreiseitigen Curve die eonische Polare von P 
nach ihr zu, so ist das Büschel dreiseitiger Curven projeetivisch auf das 
Büschel eonischer Polaren bezogen. Letzteres aber ist in projeetivischer 
Beziehung mit dem Strahlenbüschel der Polaren von P bezüglich der 
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eonischen Polaren P'P;P;.... d.h. mit dem Büschel der geraden Polaren 
von P nach den dreiseitigen Curven, wenn man wieder jeder Curve die 
Polare nach ihr zuordnet. 

Eine Gerade g durch P schneide die Strahlenpaare ab, a,b,. ... der 
Involution (C) mn AB, WB,. .... e in &, die conischen Polaren P’P}... in 
00', 0,0}. ..., die geraden Polaren in 0”, Q,. .... dann ist 

(AB, ADB, -.)A(QQ', 0101, ---) A (0", Or, ...); 
also: „Sind AB, WDB,.... Punktpaare einer Involution auf der Geraden g. 
GC und P beliebige Punkte dieser Geraden, so bilden die harmonischen 
Mittelpunkte zweiten Grades von P bezüglich der Gruppen ABE, AUDBE. ... 
die Punktpaare einer mit der ersten projeetivischen Inmvolution und die 
harmonischen Mittelpunkte ersten Grades eine projeetivische Punktreihe.“ 

Die Curven C°C,... dritter Ordnung bilden ein Büschel mit den 
Grundpunkten @,...@,; ihre Verbindungslinien mit einem beliebigen Punkte 
P schneiden die Curven in den Punktpaaren quadratischer Involutionen, die 
zu den Curven des Büschels in projeetivischer Beziehung stehen. Die ge- 
raden Polaren von P treffen diese Geraden in Punktreihen. welche zu den 
Involutionen und daher auch zu dem Büschel in projeetivischer Beziehung. 


gerade 


vleichzeitig aber in perspeetivischer Lage sich befinden, weil die 
Polare von P bezüglich der durch P gehenden Curve jede jener neun 
(reraden in P schneidet. „Desshalb müssen alle geraden Polaren von P 
sich in einem Punkte schneiden.“ Die conischen Polaren von P bezüglich 
zweier Curven C° und C, des Büschels schneiden sich nm R....R;: die ge- 
raden Polaren eines jeden dieser Punkte bezüglich C° und €} müssen sich 
in P treffen und daher gehen alle geraden Polaren jener Punkte naclı 
sämmtlichen Curven des Büschels durch P und also auch die conischen 
Polaren von P nach sämmtlichen Curven dureh R,...R;: „Die eonischen 
P’olaren eines Punktes bezüglich aller Curven dritter Ordnung eines Büschels 
bilden auch ein Büschel, welches zum ersten in projeetivischer Beziehung 
steht, wenn man jeder Curve die Polare nach ihr zuordnet.“ 

Die harmonische Polareurve P’ von P bezüglich einer Curve Ü' 
schneidet diese in den drei Schnittpunkten ABC mit der geraden Polare 
p und in den sechs Schnittpunkten D,...D, mit der eonischen Polare P“. 
Man schneide © mit PD, in E,; da in D, zwei Schnittpunkte zusammen- 


fallen, so fallen auch in demjenigen Punkte F,, welcher P von D,E, har- 
monisch trennt, zwei Schnittpunkte von P’ mit PD, zusammen und F, ist 
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der Berührungspunkt von P’ mit PD. 
rühren auch die harmonische Polareurve P’.“ 


„Die Taneenten von P an (° be- 
bee) 


Die sechs Tangenten von P an P’ schneiden diese Curve noch in 
den sechs Punkten D,...D,, die auf P’ liegen: „Die Taangenten, welche 
sieh von P an P’ ziehen lassen. schneiden diese Curve noch in sechs 
Punkten eines Kegelschnittes. Derselbe heisst der beigeordnete Kegelschnitt 
von P nach P’“ 

Durch die beiden Curven C’ und P’ ist ein Büschel bestimmt. zu 
welchem auch die Curve (P’p) gehört, die aus der eonischen und geraden 
Polare von P nach €’ besteht. Sind P, und P, die Schnittpunkte von p 
mit P’, so muss die erste Polare =’ von P nach (P’p) durch P, und P; 
sehen und P’ in diesen Punkten berühren, da sie die Berührungspunkte 
der von P an P’ gezogenen Tangenten sind und =’ auch durch diese 


Pe) 


gehen muss. Also berühren sich zn’ und P’ doppelt in P, und P,. Die 
conischen Polaren von P nach €, P’, (P’'p) gehören einem Büschel an. 
also muss die conische Polare B’ von P nach P? auch die beiden anderen 
P’ und n’ in P, und P, doppelt berühren: „Die eonische Polare ®B’ und 
der beigeordnete Kegelschnitt P’ von P nach P’ berühren sich doppelt auf 
der geraden Polare p von P nach P'.“ 

Um diesen Satz auch für C° als richtig zu erweisen. muss man 
zeigen, dass man C’ als harmonische Polarcurve, von P bezüglich einer 
Curve ©} ansehen kann. 

Sind A,A, und A,A, die Schnittpunkte von PA mit C° und P’, also 
A,AA,P, As,AA;P und A,A; AP harmonisch. so folgt: „Sind A)A, dureh 
AP harmonisch getrennt, A, und A, diejenigen Punkte, welehe A von A,P 
und A;P harmonisch trennen. so sind auch A,A, durch AP harmoniseh 
getrennt.‘ 

Wir eonstruiren die beiden Punkte «, und «,. welehe A von A,P 
und A,P harmonisch trennen, und ebenso auf BP und CP entsprechend 
PP, und Y,%, 80 liegen @«,@,/,P,y,7; auf einem Kegelsehnitte #. Durch 
die neun Punkte ABCa,0,,P,yı7; gehen zwei Curven dritter Ordnung. 
nämlich die aus den drei Geraden AP, BP, CP und die aus p und 2° be- 
stehende, also sind sie Grundpunkte eines Büschels. Die harmonischen 
Polareurven von P bezüglich der Curven dieses Bischels bilden auch ein 
Büschel mit den Grundpunkten ABCA,A,B,B,C,C,. Unter ihnen muss (© 
vorkommen. Sie sei die Polareurve von P nach ©? des ersten Büschels 
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und nach Obigem, Seite 137, die einzige Curve, für welche C° die Polareurve 
von P ist: „Jede Curve C° ist die harmonische Polareurve eines beliebigen 
Punktes in Bezug auf eine einzige Gurve C,.“ Also folgt allgemein: „Die 
eonische Polare und der beigeordnete Kegelschnitt eines Punktes P be- 
züglich einer Curve C* berühren sich doppelt auf der geraden Polare von P.“ 

Die zur Herleitung der Polareigenschaften einer ebenen Curve dritter 
Ordnung angewendete Methode soll jetzt auf Flächen dritter Ordnung aus- 
gedehnt werden. Den Ausgangspunkt bildet der anfangs genannte Reye- 
sche >atz. 

Es sei F’ eine Fläche dritter Ordnung; sie werde von einer Geraden 
pin ABC geschnitten. Die harmonischen Polarflächen A’B’C° der letzteren 
zerfallen in die Berührungsebenen abe und in die Flächen zweiter Ordnung 
A’B’C’. Die beiden ersten A’ und B’ schneiden sich in einer Raumeurve 
o* vierter Ordnung. Auf dieser sei P irgend ein Punkt, dann muss seine 
harmonische Polarfläche P’ durch A und B gehen. Die Geraden AP, BP, 
CP schneiden F? in den sechs Punkten A,A;B,B,C,C, eines Kegelschnittes 
K°, in Bezug auf welchen P und p Pol und Polare sind, und deshalb sind 
©,C,;CP harmonisch und P? geht auch durch €, folglich auch C° durch 
P: „Die Flächen A’B’C’ gehören einem Büschel an.“ Durch A lege man 
eine zweite Gerade p, welche F® noch in ® und € treffen mag. Die har- 
monischen Polareurven der letzteren zerfallen in die Berührungsebenen b 
und c und in die Flächen zweiter Ordnung 9° und €, welche A? in der- 
selben Raumeurve o} vierter Ordnung schneiden. Die beiden Curven o* 
und 0} haben acht gemeinschaftliche Punkte; ist einer derselben P, so geht 
die harmonische Polarfläche P’ durch die fünf Punkte ABCBE und es 
lässt sich leicht zeigen, dass sie F* in derjenigen Curve n? dritter Ordnung 
schneidet, in welcher F® von der Ebene (p») oder rn geschnitten wird. Die 
Geraden BB, BE, CB, CE mögen F? oder a’ noch in B, ©, 3”, €" 
treffen, so folgt, wie oben, dass diese Punkte auf P’ liegen; verbindet man 
die erhaltenen Punkte mit A, so erkennt man, dass die Schnittpunkte der 
Verbindungslinien mit F? wieder auf P’ liegen. Beide Curven haben also 
mehr als neun Punkte von nz’ mit einander gemein, müssen sich also auf 
ihr schneiden. Die Ebene 7 dieser Curve n° heisst die Polarebene von P 
nach F° und die acht Schnittpunkte P... von e* und o; heissen ihre Pole; 
die Curve o* heisst die erste Polare von p. 

Da F’ und P’ sich in einer ebenen Curve dritter Ordnung schneiden, 
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so liegen ihre übrigen gemeinsamen Punkte auf einer Raumeurve sechster 
Ordnung (cf. Sturm, Flächen dritter Ordnung No. 62), durch welche sich 
eine Fläche P’ zweiter Ordnung legen lässt; diese heisst die erste Polarfläche 
von P. Es ergiebt sich leicht, wie Seite 138, dass die Verbindungslinien von 
P mit den Punkten der Raumeurve die Fläche F’ berühren. 

Eine beliebige Ebene 7 durch P schneide F’ in ff, P’ in p/, ı in 
p, P’ in p’, so ist zu zeigen, dass, wenn man durch f’ irgend eine andere 
Fläche dritter Ordnung legt, die Curven p’, p, p’ sich nieht ändern. Hierzu 
gelangt man auf doppelte Art. Man stützt sich entweder auf die für ebene 
Curven dritter Ordnung erhaltenen Resultate; es ist nämlich p’ die har- 
monische Polareurve von P nach f’, und da es nur eine giebt, so muss sie 
für jede durch f* gelegte Fläche dieselbe bleiben. Oder man überträgt 
den Seite 139 gegebenen Beweis auf den kaum, was hier nicht weiter 
ausgeführt werden soll. Daraus ergiebt sich: „Eine Gerade durch P schneidet 
rı und P’ in dem harmonischen Mittelpunkte ersten Grades und in den 
harmonischen Mittelpunkten zweiten Grades bezüglich der Schnittpunkte 
mit F°.* — „Eine Ebene durch P schneidet 7 in der geraden, P’ in der 
eonischen Polare von P bezüglich der Schnitteurve mit F’. 

Zur weiteren Erforschung der Polareigenschaften der Fläche dritter 
Ordnung benutzt man wieder am bequemsten die einfachste Fläche dritter 
Ordnung, das Trieder. Drei Ebenen «?y schneiden sich in den Kanten 
abc, die im Punkte S zusammenlaufen. Ganz analog der Untersuchung 
auf Seite 140 und 141 findet man: „Die Polarebene von P bezüglich des 
Trieders ist eine Ebene durch $S; die erste Polarfläche bezüglich desselben 
ist ein Kegel mit dem Scheitel S; die Polarebenen aller Punkte einer 
Geraden bezüglich des Trieders umhüllen einen Kegel mit dem Scheitel S, 
welcher die Flächen des Trieders berührt.“ — .Die Polarebene eines 
Punktes ist auch die Polarebene bezüglich seiner ersten Polarfläche.* — 
„Die ersten Polarflächen aller Punkte einer Geraden g bilden ein Büschel. 
dessen Grundeurve die erste Polare von g ist.“ 

Um die Polarebene eines Punktes P bezüglich der Fläche F’ zu 
finden, zieht man durch P drei Gerade, die nieht in einer Ebene liegen 
und F*F in DD,D,, EE,E,, FF,F, schneiden, legt durch DEF, D,E,F,, 
D,E,F, die Ebenen «ßy, welche sich in S schneiden, und construirt die 
Polarebene von P bezüglich des Trieders (@«?y). Lässt man die drei 
Geraden durch P in eine g zusammenfallen, so werden @?y die Berührungs- 
19* 
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ebenen in den Sehnittpunkten von F’ mit g: „Durchläuft ein Punkt P die 
(serade g, so umhüllen seine Polarebenen einen Kegel g’ zweiter Ordnung 






























mit dem Scheitel S, in welchem sich die Berührungsebenen der Schnitt- 
punkte von g und F” treffen. Er heisst die zweite Polare von g.“ Man 
folgert wie auf Seite 142: „Die zweite Polare g’ einer Geraden y 
enthält die vier Strahlen, welche den Scheitel S mit den Ecken des Pol- 
tetraeders der ersten Polarflächen der Punkte von g verbinden, und trifft y 
in den beiden Punkten, in denen diese Gerade von zwei Flächen des 
büschels der ersten Polarflächen ihrer Punkte berührt wird.“ — „Die zweite 
Polarfläche g° von g ist der Ort der Punkte, deren erste Polarflächen y 
berühren.“ 

Eine Ebene 7 durch g schneidet das Büschel erster Polarflächen 
(B) in eimem Kegelschnittbüschel (X). Ist & eine Ecke des gemeinschaft- 
lichen Poldreiecks und e seine Polare für alle Kegelschnitte von (K), so 
treffen sich in e die Polarebenen von & nach allen Flächen von (B). Die 
Gerade e treffe g in E, dann ist E der einzige Punkt von g, dessen Polar- 
ebene nach seiner ersten Polarfläche durch € geht (ef. Seite 142); also ist 
& ein Punkt von g’: „Sind EEE, die Ecken des Poldreiecks desjenigen 
Kegelschnittbüschels (X), in welehem das Büschel erster Polarflächen (B) 
der Punkte einer Geraden g von einer durch diese Gerade gelegten Ebene 
, geschnitten wird, so durchlaufen dieselben bei der Drehung von 7 um g 
eine auf der zweiten Polare g’ von g liegende Uurve ce.” 

Die Polarebenen eines Punktes P nach den Flächen zweiter Ordnung 
eines Büschels schneiden sieh in einer Geraden p; man nennt p die Polare 
von P bezüglich des Büschels. 

Durehläuft ein Punkt P die Gerade g, so beschreibt seine Polare | 
p bezüglich des Büschels (B) erster Polarflächen eine Regelschaar r" (ef. ı 
Reye 11. Abth. 2. Aufl. S. 155) und diese muss daher den Kegel g° in der | 
Curve e schneiden; denn kommt P nach E, so muss p durch & gehen. 


Die beiden Flächen g’ und r’ schneiden sich ausserdem noch in denjenigen 4 
beillen Punkten, in denen g von zwei Flächen des Büschels (B) berührt I. 
wird. was sich ebenso wie auf Seite 142 für die Poloeonik von g beweisen I: 
lässt, und fallen daher in eine Fläche g’ zusammen: „Die zweite Polarfläche ec 
y einer Geraden g ist der Ort der Polaren der Punkte von g bezüglich au 
des Biüschels (B) der ersten Polarflächen der Punkte von g.“ : L 


Es seien PP,... die Punkte von g, P'P,... ihre ersten Polarflächen, 
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p und p, die Polaren von P und P, nach dem Büschel (BP) derselben, so 
schneiden sich die Polarebenen von P nach allen Flächen von (B) in p 
und diejenigen von P, in p.. Ordnet man je zwei Polarebenen, die nach 
derselben ersten Polarfläche genommen sind, einander zu. so sind die 
Ebenenbüschel (p) und (p,) projeetivisch auf einander bezogen und erzeugen 
die zweite Polare g. Die Polarebenen von P nach P’ und von P, nach 
P: berühren, da sie auch die Polarebenen nach F’ sind, g’ in p und p:: 
ihnen entspricht in der projeetivischen Beziehung in beiden Büscheln die 
Ebene (pp); diese ist also die Polarebene von P nach P; und von P, 
nach P?, also: „Sind P und P, zwei beliebige Punkte, P’ und P} ihre ersten 
Polarflächen, so fällt die Polarebene von P nach P/ mit derjenigen von 
P, nach P’ in die gemischte Polarebene von P und P, zusammen.“ 

Die Flächen F’F;... dritter Ordnung bilden ein Büschel und schneiden 


) | sich also in einer Raumeurve oe’ neunter Ordnung. Verbindet man einen 
Punkt P mit drei Punkten dieser Raumeurve, die nicht in einer Geraden 


liegen, so werden sie von den Flächen dritter Ordnung in den Punktpaaren 


t °  quadratischer Involutionen geschnitten, die zu den Flächen des Büschels 
= und daher zu einander in projeetivischer Beziehung stehen, wenn man jedes 


) ©  Punktpaar der Fläche zuordnet, auf welcher es liegt. Die Polarebenen von 


£ i P treffen diese Geraden in Punktreihen,. welche zu den Involutionen und 
N \ daher auch zu dem Büschel in projeetivischer Beziehung stehen, wenn man 


jeden Punkt derjenigen Fläche zuordnet, in Bezug auf welche die dureh 


N © ihn gehende Polarebene genommen ist. Durch P geht eine Fläche des 
@ Büschels: die Polarebene von P berührt dieselbe in P, also ist P ein sich 


selbst entsprechender Punkt aller drei Punktreihen. Diese haben daher 


e perspeetivische Lage und die Polarebenen von P schneiden sich auf einer 
f. > Geraden.“ „Die Polarebenen eines Punktes bezüglich der Flächen eines 
2 ©  Büschels bilden selbst ein Büschel.“ 

N. ; Die ersten Polarflächen von P bezüglich zweier Flächen F’ und F} 
n > des Büschels schneiden sich in einer Raumeurve 9%; ist R irgend ein Punkt 
rt > derselben, so müssen nach dem vorigen Satze die Polarebenen von P nach 
1 ; allen Flächen des Büschels F’F?... sich in / treffen und daher auch die 
€ i ersten Polarflächen von P bezüglich aller Flächen des Büschels durch R 
-h und jeden anderen Punkt der haumeurve g* gehen: „Die ersten Polarflächen 


eines Punktes P in Bezug auf die Flächen dritter Ordnung eines Büschels 
bilden auch ein Büschel.“ 
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Wie auf Seite 145 beweist man: „Jede Fläche F° dritter Ordnung 
hat eine einzige Fläche F/, deren harmonische Polarfläche sie für einen 
bestimmten Punkt P ist.“ 

„Die Tangenten von P an F/ berühren auch F? und zwar beide in 
den Punkten zweier Raumeurven go) und e", durch welche die ersten Polar- 
flächen P} und P’ hindurchgehen. Die erstere ist die Satellitfläche der 
zweiten.“ 

Die Flächen F* und F} schneiden sich auf der gemeinschaftlichen 
Polarebene m von P bezüglich beider Flächen und daher noch in einer 
lkaumeurve sechster Ordnung, durch welche die erste Polarfläche P’ von P 
hindurehgeht (Seite 147); es gehören also die Flächen F’, F} und die aus 
ra und P’ bestehende Fläche (P’r) demselben Büschel an. Ist g die 
Schnitteurve von P’ und n, so muss die erste Polarfläche 7’ von P naelı 
(P’a) die Fläche P’ längs g’ berühren. Da aber die Flächen F°, F/, (P'n 
einem Büschel angehören, so bilden auch die ersten Polarflächen von P naelı 
ihnen ein Büschel; diese Polarflächen sind P’, P/, =’, die sich demnach 
längs g° berühren. P7 ist aber die Satellitfläche von P’, also: „Die Satellit- 


tläche und erste Polarfläche eines Punktes in Bezug auf eine Fläche dritter 


Ordnung berühren sich längs eines Kegelschnittes auf der Polarebene 
dieses Punktes.“ 


Weissenburg i. E.. December 1879. 
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Ueber eine Klasse von Functionen mehrerer Variabeln, 

welche durch Umkehrung der Integrale von Lösungen 

dder linearen Differentialgleichungen mit rationalen 
Coefficienten entstehen. 


(Von Herrn L. Fuchs in Heidelberg.) 


\ 

(Heichwie diejenigen Funetionen mehrerer Variabeln, welche man 
Abelsche Funetionen nennt, den Integralen algebraischer Functionen ihre 
Entstehung verdanken, indem man nach dem Vorgange von Jacobi die 
oberen Grenzen von p Integralen einer geeigneten algebraischen Funetion 
als Funetionen von der Summe dieser Integrale und von p—1 anderen ähn- 
lich gebildeten Summen auffasst, ebenso entsteht, wie ich in der folgenden 
Arbeit zeige, eine neue Klasse von Functionen mehrerer Variabeln, wenn 
man die Integrale der Lösungen linearer Differentialgleichungen mit ratio- 
nalen Uoefficienten zu Grunde legt. 

Ich habe mir zunächst die Aufgabe gestellt, die Beschaffenheit der 
Lösungen einer linearen, homogenen Differentialgleiehung mter Ordnung zu 
untersuchen, wenn durch die m Gleichungen 


3;/"fis)d=u, a=1,2,...m, 
EP 


wo &, 6... C, Constanten, fi (2), f(2), ... f„(2) ein Fundamentalsystem von 
Lösungen der Differentialgleichung bedeutet, z,. 3, ... 2, als analytische 
Funetionen von %,., %, ... a, definirt werden sollen. 

Ich habe diese Aufgabe für Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
durchgeführt, und erlaube mir in dem Folgenden die Resultate, zu welchen 
ich gelangt bin, mitzutheilen. 

Für die weitere Behandlung der hier detinirten Funetionen, nament- 
lich für ihre analytische Darstellung, werden diejenigen Relationen, welche 
ich in meiner in diesem Journal Bd. 76 pag. 177 enthaltenen Arbeit für die 
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zwischen je zwei singulären Punkten erstreekten Integrale der Lösungen 

der linearen Differentialgleichungen entwickelt habe, heranzuziehen sein. 
Die Resultate der vorliegenden Arbeit habe ich am 4ten gegen- 

wärtigen Monats der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 


vorgelegt. 


1. 
Es mögen die Integrale der Differentialgleichung 


| d’y dy u. 
(A.) da’ +f dz +@y = 9, 


in welcher die Coefficienten P, Q rationale Functionen von z, für jeden 
singulären Punkt a die Eigenschaft haben, mit einer Potenz von z—a 
multiplieirt, für 3= a weder Null noch unendlich zu werden (siehe meine 
Abhandlung Bd. 66 dieses Journals pag. 146). 
Es sei 
y=fi) »=Y() 
ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (A.), so sind 


0, = [ fiz)ds, = /( y@) dz, 


wo 3, einen willkürlichen Werth bezeichnet, und eine Constante, welche 
wir gleich e setzen wollen, ein Fundamentalsystem von Integralen de: 
Ditterentialgleichung 


d’e d’w dw 


(AN) ds’ ui dz’ IR id. 


Eine Aenderung des Integrationsweges möge »,, %, resp. in @,, w, über- 
führen, so ist 
w; _— RW, + 2W2 + Pıc, 


A) | 


WO An +++ Ar Pu Pr Constanten bedeuten. 


= 4, +2 W5+ rc, 


Dieselbe Aenderung des Weges führt y,, y, resp. in y,, y, über, wo 
) w = OuıYı + Kı2Ya, 


Y = OıYıt AnYa. 
Wir definiren nunmehr durch die Gleichungen 


(2. 


/ 


| ["fa)ds + / "fis)ds = u, 
(B) X r ’ 


I 


„1 


u» 


\ 


Un. 


"pis)ds+ / "p(a)ds 
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worin &,, 5, beliebige aber feste von den singulären Punkten der Gleichung 
(A.) verschiedene Werthe sind, und zugleich f({,), f(&), p(&ı). 9(&) gegebene 
Werthe haben, z,, 2, als Functionen von u,. w, und untersuchen, welche 
Eigenschaften f(z2), p(z) haben müssen, damit z,, 2, bestimmte analytische 
Functionen der genannten Variabeln werden. 

Die dieselben Werthe von z verbindenden Integrationswege denken 
wir uns in beiden Gleichungen übereinstimmend. 

Von jedem der singulären Punkte der Gleichung (A.) a, @. ... a, 
sei ein beliebiger Schnitt bis ins Unendliche gezogen. Der zu a, gehörige 
Schnitt soll mit g; bezeichnet werden. Die Schnitte sollen weder sich 
selbst noch einer den anderen schneiden. Die so zerschnittene Ebene der 
complexen Variabeln z soll mit 7’ bezeichnet werden. Ueberschreiten die 
sämmtlichen Integrale in (5.) denselben Schnitt q; gleich oft und in gleicher 
Richtung, so verwandelt eine Aenderung des Integrationsweges «, in 
Cut ten +tPicC, m M 0, +0» -+/,c, wenn dieser Aenderung des 
Weges die auf y,, 9, angewendete Substitution 

‚ B. @.\ 
N 
entspricht. Die Grössen 5, ?, haben bestimmte Werthe, weıun die Aende- 


rung des Integrationsweges eine bestimmte ist. 


Es sei nnnmehr 
e) = Fe u) = File 9), 
so haben die Funetionen F,, F, die Eigenschaft 


(D, F (eo, +02 + PC, a +34 Parc) = Fu. u, 


Fon ton +Pß, C, 0, % +0»%, + 9; €) F; U. U). 


“i 


Die Funetionen F,, F, nehmen ausserdem im Allgemeinen für noch unzählig 
viele andere Werthe von «,, z, dieselben Werthe wieder an, wie daraus 
hervorgeht, dass man den Integrationsweg von & nach z, oder den von [, 
nach z, ungeändert lassen kann, während man den anderen Integrations- 


weg varrt. 


2. 


Wir wollen nunmehr voraussetzen, dass die Gleichung (A.) nuı 
wesentlich singuläre Punkte besitze, d.h. dass die Coeffieienten derselben 
nur für solche Punkte unendlich werden, in welchen das allgemeine Integral 
20 


Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 2. 






















154 Fuchs, Verallgemeinerung des Umkehrungsproblems. 


entweder unstetig wird oder eine Verzweigung erleidet. Die Wurzeln der 
zu diesen einzelnen singulären Punkten gehörigen determinirenden Funda- 
mentalgleichungen seien reale und rationale Zahlen und ausserdem in Ueber- 
einstimmung mit meiner Abhandlung Bd. 76 dieses Journals pag. 184 von 
einander verschieden, negativ und absolut kleiner als Eins. 

Dagegen seien die Wurzeln der zuz= x gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung von einander verschiedene, reale und rationale Zahlen, 
welche die positive Einheit übersteigen. 

Alsdann werden in Gleichung (B.) für endliche Werthe «,, @, die 
(srössen z,, » mit singulären Punkten der Gleichung (A.) oder mit dem 
unendlich fernen Punkte eoineidiren können. 

Die Funetionen 2,, 2», der unabhängigen Variabeln «,, %,, welche 
dureh die Gleichungen (B.) definirt werden, genügen den Differentialglei- 
chungen 


E \ 4.da, = g(2%)du, —f(2;)du,, 
(E. 
I4.d2, = —yp(z,)du,+f(z,)du,, 
wo 
„red f@)|, 


p(z) PR) 
Wenn a,, «, von den Werthen 0, O0 ausgehend auf willkürlichen von ein- 
ander unabhängigen Wegen fortgehen, so werden nach den von den Herren 
Briot und Bouquet entwickelten Prineipien (ef. Bulletin des Sciences mathe- 
matiques t. III p. 265, und Briot, 'T’heorie des fonetions Abeliennes p. 79) 
3, 2, von den Werthen &,, & ausgehend auf entsprechenden Bahnen sich 
stetig fortsetzen und in der Umgebung der durchlaufenen Werthe von u. 
, holomorph sein, bis z,, 2, entweder unendlich geworden oder zu solchen 


f:.) fi) 9&@) 7%) 
ame Zu Zu 
endlicehe und bestimmte Werthe erhalten. 

Letzterer Umstand könnte nur eintreten, wenn entweder z, oder » 
oder beide Grössen sich einem singulären Punkte der Gleichung (A.) oder 
dem unendlich fernen Punkte annähern, oder wenn dieselben Grössen 


Werthen gelangt sind, für welche nicht sämmtlich 


Werthe annehmen, welche die Gleichung /= 0 befriedigen. 


3. 
Es möge zunächst für v, =, % = ®,, z, mit einem singulären Punkte 
a der Gleiehung (A.), 2» aber mit einem nicht singulären im Endlichen 





w 


e- 


N 


‘h 


er 
en 


te 
en 





befindlichen Punkte 5 coineidiren, ohne dass jedoch 3 =a, »,=b der 
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Gleichung 
f&) _ f@) 
I 9) 
genügen. 


Wir setzen 
3, -a=w. »-b=w,, 
alsdann ist nach meiner Abhandlung Bd. 66 dieses Journals pag. 139 in 
der Umgebung von a 
1, \fi2ı) = c1Wwr .91(Wı)+ 6.WwV.9(W)), 

. Ip(z,) = 187.9 (w,)+C2Ww7.%(W,), 
wo r,, rn die Wurzeln der zu a gehörigen determinirenden Fundamental- 
gleichung, €, -.. €. Constanten, 9,(@,), 9.(w@,) in der Umgebung von «a 
holomorph, und g,(0), (0) von Null verschieden sind. 

Dagegen hat man in der Umgebung von 3, =b 


(2.) f(2:) 0. ytywm+tpwt- 
| 2) = tw tnw+t-, 
wo 7;, 7; bestimmte Constanten. 
Es wird daher 
3.) 41= wi.G(w, %)+wr.@,(w,, W.), 
wo @,, @, in der Umgebung von resp. 0, 0 holomorphe Functionen von 
%,,. w, bedeuten. 
Es sei r, >r.. 
Da z,=a, »=b nicht der Gleichung (F.) genügen, so muss 
G, (0, 0) = g(O)[e1Yo— Ca Yo] 
von Null verschieden sein. 
Demnach ist 
3.0" Me ea =)9 =d 
endlich und von Null verschieden. 
Nun sei nach voriger Nummer 
k, h 


„= ‚ 


9 
a? n 

wo Ä,, k,, n positive ganze Zahlen bedeuten, wovon die beiden ersteren 
kleiner sind als z, und es werde 


o,=® 
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gesetzt, so verwandeln sich die Gleichungen (E.) in 
(m. Adt —= p(w, + b) du, — f(w,+ b) du,. 
I ddw, = — [ct .g,(!’)+ cat".g:(") du +[e..t .g(l)+C,8 ®.g.(")]Au.. 
Setzen wir demnach voraus, dass 
k—n-—l, 


(4.) 


d.h. weil k, <n 
6.) = n-—l, 


) dt it 
so sind die aus den Gleichungen (4.) sich ergebenden Werthe von .,..-, 
1 5 


oWw, ow, » Ri z 
° in der Umgebung von £=0, w»=0 holomorphe Funetionen 


ou, ' ou, 
von E, %». 

Es sind demnach 2, und z, in der Umgebung der Werthe «=», 
?» = % holomorphe Funetionen von %, %. 


4. 

Es möge nunmehr für „=v,, m =, 343=4, %»3=4, werden, wo 
a, und a, von einander verschiedene singuläre Punkte der Gleichung (A.) sind, 
ohne dass jedoch 3 = 4, » =@ der Gleichung (F.) genügen. 

Seien r.1, "» die Wurzeln der zu a, gehörigen determinirenden Funda- 
mentalgleichung, r3,, r» diejenigen der zu a, gehörigen, so setzen wir in 
Uebereinstimmung mit den beiden vorigen Nummern 

\" = —1+ ie rt. =—1+ h 


n, h, l,, N,, Rr 
1, 1 
n>1 k>1. 


Man hat. wenn wieder 


[ . . N a r, . 
u + positive ganze Zahlen, 


) 


3, -d, = w;,, 30, = Wr 


vesetzt wird, wie in Nummer 3 Gleichung (1.) 


fi2ı) = wi" (wi) + C.Wwi”g(W,), 
9 iR = (4190 9ı(Wı)+ C»w”g (Wi), | 
f(2) = 61%” h, (wa) + e2 05” hr (w>), h 
[sa — 0, Wh, (Wr) + eu wi” hr (Wr), f 


WO Cyis == + Cr Eis >. Eu Öonstanten, g,(%,), 9 (w,), Aı (w:), A,(w,) in der 
Umgebung von resp. ©, = 0 und w; = 0 holomorphe Funetionen sind, welche 
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resp. für ©@,=(0 und ©,=0 von Null verschieden werden. Es erhält jetzt 
A die Form 
er [4 —= wi" G,.(w,, 0) + wi" 05” @. (Wı, W;) 
ES | + 07” 07” @,, (0, , 0.) + wi” 05 G@. (W,, Wr), 
wo die Funetionen @,(w,, %,) in der Umgebung von w,=0, w,=(0 holo- 
morphe Functionen von ®w,, w, sind. 
Nun ist 
@1,(0,0) = [En en —eEuCn]g: (0) A, (0) 
von Null verschieden, weil sonst die Gleiehung (F.) durch 2, = a,, 
befriedigt werden müsste, was unserer Voraussetzung widerspricht. 
Demnach ist 
4.07" ww" für ©, =0, w=0 
endlieh und von Null verschieden. 
Substituirt man in den Gleichungen (E.) 
3, —a=h, 2-9 =b,, 
so ergiebt sich demnach, dass =, 2 =g ” 
ı=0, t,= (0 holomorphe Functionen von #4, 4 sind. Demnach sind t,, £,, 
folglich auch 2,, z» in der Umgebung von =v,, %= ©, holomorphe 
Funetionen von %,, %. 


in der Umgebung von 





Die zu z3=x gehörige determinirende Fundamentalgleichung für die 
Gleichung (A.) habe die Wurzeln o,, &. Fs sei 


\ 


Ss, S. 
> = - 2 # - 
di n s n 


“ 


» 


won, S, 5 ganze positive Zahlen und zwar , >s, >n (s. No. 2). 

Wir setzen nunmehr voraus 

4.) s=nH+l. 

Unter dieser Voraussetzung wird, wie in den Fällen der vorigen und dieser 
Nummer, bewiesen, dass z,, z, eindeutig bleiben auch in der Umgebung 
solcher Werthe von ,, %,, für die 3 =» und z, in einen singulären Punkt 
a der Gleichung (A.) oder in einen nicht singulären Punkt a einrückt, wenn 
nur nicht die Gleichung (F.) durch das Werthenpaar 3=®x, »=a be- 
friedigt wird. 

Fasst man die Resultate der vorigen und dieser Nummer zusammen, 
so erhält man den Satz: 
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Wenn für jeden singulären Punkt der Gleichung (A.) die Wurzeln 
r,, r, der zugehörigen determinirenden Fundamentalgleichung die Form haben 
Ir, = —1+ : ‚, n=-l+ _ (n und / positive ganze Zahlen), 

| Ei 


während die Wurzeln o,, 0, der zu z= x gehörigen determinirenden Funda- 
mentalgleichung die Form haben 


(@.) 


1 RE: Ra r 
| 06 =1+ ee 1+ -— m ! positive ganze Zahlen), 
| > 1, 


so sind 2,, 2, eindeutige Functionen der Variabeln u,. u, in der Umgebung 


(@) 


aller derjenigen Werthe derselben, für welche z,, 2, nicht in solche Punkte 
einrücken, für welche die Gleichung (F.) erfüllt ist. 

Sind f(z), p(z) zwei willkürliche Integrale der Gleichung (A.), so 
ist in der Umgebung eines singulären Punktes a 
1 \flz2) = Cı1-.-12-a)”".g,(3)+02.(3—a)”.9(2), 

(p(z) = 64.(3—4)".91(3)4 62.(3—0a)"”.9: (2), 
worin r,, » die Wurzeln der zu a« gehörigen determinirenden Fundamental- 
gleichung nz > r;, Cu; -.- €» von Null verschiedene Constanten, g, (2), 9 (3 
in der Umgebung von 3=a holomorphe Funetionen und g, (a), g.(a) von 
Null verschieden. 

Es wird in der gegenwärtigen Arbeit durchweg vorausgesetzt, dass 
die Entwickelung eines Integrals der Gleichung (A.) in der Umgebung eines 
singulären Punktes oder des Unendlichkeitspunktes keine Logarithmen enthält. 

Setzen wir 

(H.) E iu (2) 
) > e\ 9 
9%) 


® . n c . r 5 u 
so ist für s=a, [= S ı__ also endlich und von Null verschieden. Ebenso 


21 
ergiebt sich, dass für 3= x, endlich und von Null verschieden. 
Es soll in Gleichung (H.) z als Funetion von & definirt werden. 
Es möge einem willkürlichen Werthe &, von & ein Werth == 
zugehören. Setzt man von diesem Werthepaare ausgehend die Function 3 
in der S-Ebene fort, so kann dieses mit Hülfe der Gleichung 
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de _ @@) 
) dd F@)’ 


welcher z genügt (s. meine Abhandlung Bd. 66 p. 128), geschehen, worin 


- 


, [Paz 
F(z2) = Ce’ . 


Die Grösse C hat einen constanten und bestimmten Werth, wenn f(z), (z) 
bestimmte Lösungen der Gleichung (A.) bedeuten. 

Die Werthe von {, für welche z aufhören könnte holomorph zu 
sein, sind ausser {= x solche Werthe derselben Variabeln, für welche z 
gleich einem singulären Punkte der Gleichung (A.) oder 3= x wird, 

Es sei zunächst für 3={,, 3=a ein singulärer Punkt der Glei- 
chung (A.), r,, r» die Wurzeln der zu a gehörigen determinirenden Funda- 
mentalgleichung, welche den Gleichungen (@.) Genüge leisten. 

Nun ist (s. meine Abhandlung Bd. 66 p. 143) in der Umgebung von «a 


F(z2) = (2-a)""".n(z 


wo n(z) in der Umgebung von a holomorph und für 3=«a von Null ver- 
schieden. 
Ist nun erstlich 
2. nr, = r+l1, 


so folgt unmittelbar aus Gleichung (J.), dass z in der Umgebung von © =Z, 


holomorph ist. Findet dagegen die Gleichung (2.) nicht statt, so substituire 
man in Gleichung (J.) 


zu =". 
Man erhält alsdann 
! dt u. 
(3.) N 2 u — ro 7 ) . 
d£ n(t) 


worin w(f) und n(f) in der Umgebung von £= (0 holomorph und der Quotient 
derselben für £=0 weder Null noch unendlich. 

Es sei in diesem Falle 

4) iI=2, 

Alsdann ergiebt die Gleichung (3.), dass £, folglich auch z in der Umgebung 
von &={, holomorph ist. 

Es sei ferner für {= &,, 3= x und o,. © die Wurzeln der zus = x 
gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung, welche der Gleichung 
(@.) genüge leisten. 


Es ist in der Umgebung von z= x 
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DEORTOr Tore) 
ET) 


Ir = nd) 


1 1 Er , r 
wo h(—), u}, (>) in der Umgebung von 3=%x holomorph und 








für 3= x von Null verschieden. Die Constanten Yu, -.. 7» Sind ebenfalls 






nicht Null, weil f(z), (2) willkürliche Lösungen der Gleichung (A.) sind. 





Ist wiederum 





(6.) &% = 0 +1, 


so ergiebt die Gleichung (J.) unmittelbar, dass z in der Umgebung von 






C=Ö, eindeutig ist. Wird dagegen die Gleichung (6.) nicht erfüllt, so 






substituire man in (J.) 



















und erhält 
: df ns f ar Y,(t) 
d£ 2,0" 


wo w,(, mı(f) in der Umgebung von 2=0 holomorph und für =0 von 


(T.) —n 


Null verschieden. 

In diesem Falle sei wieder 

Be) er 

Alsdann ist £, folglich auch z in der Umgebung von = &, eindeutig. 

Es sei endlich für {=»® z=b, so ist nach der am Anfang dieser 
Nummer gemachten Bemerkung b weder einer der singulären Punkte der 
Gleichung (A.) noch unendlich. Für z = b ist aber (2) =. 

Es sei in der Umgebung von z=b 

f@) = + a (3 —b)+--, 


(9.) 
p3) = a(3—b)+-, 


so erhält man 





data —b) +.) _ 41 

at+a@-b)+- 5 

Da nun f(z) und „(z) nicht gleichzeitig verschwinden, weil 5 nicht sin- 
gulärer Punkt der Gleichung (4A.) ist, so folgt, dass a, von Null verschieden 
ist. Es kann aber auch nicht a, verschwinden, weil sich sonst aus Gleichung 
(A.) ergeben würde, dass p(z) identisch Null ist. Demnach erhält Gleichung 





(10) (s-b) 
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(10.) die Form 


1 


(10°.) (3 —-b)+m(z—b) +... = — 
a, ’ . i E 
a ae endlich und von Null verschieden. Es folet nun aus dieser 
Gleichung auf bekannte Weise, dass z eine holomorphe Funetion von 1 
in der Umgebung von (= x ist. j 
Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich also der Satz: 
l. Genügen für jeden singulären Punkt die Grössen r,. r, den Be- 


dingungen 


) 1 I | . 
\" = —1+ „ und entweder n=r41l oder n=—lH- 
7 
(K.) und für den unendlich fernen Punkt 
N! 1 2 
lo, — 1+ z und entweder & =9,+1 oder &=1 
ft 


so ist die durch die Gleichung (H.) definirte Function 3 von T für alle Werthe 
von © meromorph. 
Eine unmittelbare Folgerung dieses Satzes ist das Corollar: 


erhält 


Die Function [(2) 
(2) 


schiedene Werthe von 2. 


nicht ein und denselben Werth für ver- 
Wir setzen jetzt voraus, dass für den Fall, dass die Gleichung (2. 


oder die Gleichung (6.) besteht, der Nenner von r,. resp. der Nenner von 
o, gleich 2 sei. 

Alsdann ist auch die Function F(z) eine eindeutige Function von 
ein Werth, für mit keinem der 


singulären Punkte der Geichung (A.) eoineidirt oder unendlich wird. so ist 


“! 


Es sei nämlich {={£ welchen x 
selbstverständlich F(z) in der Umgebung von T=[’ eindeutig. 
ein Werth. für welehen z mit 
gulären Punkte @ coincidirt, so ist nach dem Obigen 


Es sei nunmehr {=Z, einem sin- 


F(2) = (»-a)""'n(z), 


J 
wo n(z) in der Umgebung von z=a holomorph und für 3=a von Null 
verschieden ist. 
Findet nun Gleichung (2.) statt, so ist nach der eben gemachten 
Voraussetzung 
rn +tn—1l=2r, = einer ganzen Zahl, 
es ist also F(z) ebenso wie z in der Umgebung von C=Z£, eindeutig. 
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Findet dagegen die Gleichung (4.) statt, so ist 


3 
n+n—1l= —3+ u 


Es ist demnach 
/ 3—-3n _/ ! n 
F(z2) = E".n(a+t”). 


Nach dem Obigen ist f, folglich auch F(z) in der Umgebung von {={, 
eindeutig. 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass F(z) in der Umgebung eines 
solchen Werthes von { eindeutig ist, für welchen z unendlich wird. 

Da oben nachgewiesen worden, dass z eine eindeutige Funetion von 
- ist, so folgt dasselbe für die Ableitung 2 - Da also sowohl 7 als 
auch F(z) eine eindeutige Function von { ist. so ergiebt die Gleichung 
(J.), dass auch g(z2)’ und demgemäss auch f(z)’ eindeutige Functionen von 
< sind. 

Man erhält daher den folgenden Satz: 

Il. Wenn die Bedingungen (K.) die Einschränkung erfahren, dass der 
Nenner von r, oder von o, die Zahl Zwei sei für den Fall, dass r, =r,-+J] 
oder 9 = 0,+1, so sind auch y(z)’ und f(z) eindeutige Functionen von CE. 


6. 

Aus der vorigen Nummer ergiebt sich, dass, wenn die unabhängigen 
Variabeln «,, , in den Gleichungen (B.) solche Werthe e,, ve, resp. er- 
reichen, für welche z,, 2 die Gleichung (F.) befriedigen, nothwendigerweise 
s, = z, sein müsse, sobald die Gleiehungen (K.) erfüllt sind. 

Es sei demgemäss für „=v, =, 1 =» =b. 

Wenn wir hier die Voraussetzung des Satzes II voriger Nummer 
aufnehmen, so ergiebt sich nach diesem Satze, dass gleichzeitig die Gleichungen 


1) fa)=tfla), pa) = tYpla) 


stattfinden, wo die Vorzeichen sich entsprechen. 

Wir unterscheiden jetzt drei Fälle: 

1. b sei ein nicht singulärer Punkt der Gleichung (A.), und es sei 
in der Umgebung von 23, =b 


f(2:) —— ara (3 —b)+a (3 —b) +, 
92) = a tal —b)+ a (a1—b) +, 


(2.) 


\ 
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so ist nach den Gleichungen (1.) 
(+ f(2) = + a (3 —b)+a(3,—b) ++ = f'(2,). 
(tp (2) = +0 (3 —b)+(3—b)’ +: = gp'(2,), 
worin die Vorzeichen sieh entsprechen. 

Die Gleichungen (E.) werden daher 


(2°,) 





- \ I.dz, = 9(2).du—f'(2,).du,. 
(EN) 
(+4'.da, = —p(3,).du+f (2,).du,, 
| % , 7 \ 
' f(2:) f (2, 
dl = | 
p(2) % (2%) 
Setzen wir 
ki (sb) + (a2—b) = w,, 
(3.) | 
| (bi +(2,—b = Wo. 


wo die Vorzeichen sich entsprechen, so folgt aus den Gleichungen (E'. 
\S'.dw, = [y'(z)—Y(2,)]du—[f'(2:)—f(z,)du;. 


(4. | 
I I'.dw, = 2[(23,—b)p (2) —(2—b)y(z,)]du—2[(2,—b)f'(2,)-(»—b)f(z,)] du,. 


Setzt man die Werthe aus den Gleichungen (2.) und (2%) in 2’ ein. so 
ergiebt sich, dass 7° durch (3—b)— (z,—b) theilbar ist. Die Glieder des 
Quotienten sind ganze, homogene. symmetrische Functionen von 3, —b, 
»—b, und der Werth dieses (Quotienten für 3 =b, »=b it me-—-4,6,. 
welcher nicht verschwindet, da f(z). p(z) ein Fundamentalsystem von 
Lösungen der Gleichung (A.) bilden. 


Die Coefficienten von da,, dw, in den Gleichungen (4.) sind ebenfalls 


durch (2—5)—(z,—b) theilbar, und die Quotienten ganze, homogene, sym- 
metrische Funetionen von 3 —b, »—b. 
Ep \ ..0w ca ow, 
Aus den Gleichungen: (4.) ergeben sich demnach für I 
r es OU OU, OU 


= Ausdrücke, welche rational von w,, w, abhängen und für a =e,. =, 
nieht unendlich werden. Daher sind ©, @, in der Umgebung von «= e.. 
%, = v, eindeutige Functionen von ,. %. 

Gelten nunmehr in den Gleichungen (3.) die unteren Vorzeichen, so 
ergiebt sich, dass auch 3,—b und 3,—b, also z, und z, in der Umgebung 


von u =v, %= v, eindeutige Functionen von a. %, sind. 

Gelten aber in den Gleichungen (3.) die oberen Vorzeichen, so folgt. 
dass z3,+2, und z,.2, in derselben Umgebung eindeutige Funetionen re- 
präsentiren. 


21% 
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2. b sei ein singulärer Punkt der Gleichung (A.). r,, r, die Wurzeln 
der zu demselben gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung, und 






zwar sei in Uebereinstimmung mit den Sätzen I, II voriger Nummer 


1 2 & 
. nn =-14-, nr=-14- oder n—=r,+1 mit der 
63,3 ( 


Bedingung für den letzteren Fall, dass »=2. 












Wir setzen in den Gleichungen (E.) 


zs—b=tH, zmA-b=b. 








Alsdann ist 











fa) St "leuten" nli)], 
p\2,) = u" [Cayı (E)+ Ca ur u? (#)], 
+ f(&) = BB [eu n(E)+ en" "q (#)] = f' (2) 
+92) =b" [og (HE) + (E)]= PR), 
WOTN Cs +++ €» Willkürliche Constanten, 9,(f”), 9(") in der Umgebung 
von £=0) holomorphe Funetionen von E" und für £=0 von Null ver- 





| 


(6.) 


schieden. und 


‘ 


e—() oder 1, je nachdem n = +7 odern=r+l, dh.r, =-— = 


ol 
-. 

— 
Ye 


Setzen wir wieder 

f(2ı) f (2.) | 
ya) | 
so folgt aus den Gleichungen (6.) 

(6°) F- (C1Ca— Cr Ca) h, u 2) (H)gı(k )]. 
Der Ausdruck 2.4.87" ist durch &—f# oder durch , —t, theilbar, je nach- 
dem e=1 oder &=0. Der Werth des Quotienten für 4 =0, bh = ist 

(C1 Ca — En Ca) (0).g: (0), 
welcher von Null verschieden ist, weil f(z), p(z) ein Fundamentalsystem 


von Lösungen der Gleichung (A.), und weil g,(0), 9(0) nicht verschwinden. 
Setzen wir 


d = 


fa)" =fi(h), Pya)lıı = Yyılh), 
f)Et=flb), YRa)ET" = yılh), 
so werden die Gleichungen (E.) 
n. IS. .b.dt, = (bt) du, — fı (b,) dun, 


Bun Itn.2.2".2 "dt, = —yılt,)du + fı(t)du.. 





[| 
u 
- 


0 je) 


vom 


"h- 


em 


en. 
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Ist a) e=0, so ergiebt sich an der Hand der Gleichungen (E’.) auf 
ähnliche Weise wie im Falle 1. für ,—b, »—b an der Hand der Glei- 
chungen (E“.), dass #, und & selber oder &-+t,, t,.& und demnach auch 
3, +2 und z2,.2, in der Umgebung von #4, =®,. %=®, eindeutire Funetionen 
von %, % sind. 

Es sei b) e=]1. 

Setzen wir, je nachdem in den Gleichungen (E’.) das obere oder 
untere Vorzeichen gilt, 

th =e, Ktb=mw,, 

so folgt aus den Gleichungen (E’.) 
n.I' ET dw, = [9(b)— y(t)]du — [fi (b)— fı(tı)]du,, 


n. St Ed = 3[hp, (th) —yılt))du, -3[Efı (be) —Efı(t)) da.). 


(T.) 


In diesen Gleichungen sind die Coeffieienten von dw, da, durch £—f 
theilbar, die Quotienten sind in ihren einzelnen Gliedern rationale. homogene, 
symmetrische Functionen von f, &. Ausserdem ist 


6 ) w 
a. = + (wi— .). 
m, 
: ow, ow, Ow, ow, \ ‘ 
Daher sind ——", 3, , =, „__ rational aus w,, ®, gebildete Ausdrücke. 
au. ou, ou, OU, 

welche für =, %=®, nicht unendlich werden, woraus sich ergiebt, 
dass @,, w,, folglich auch 3+2, und z,.2 in der Umgebung von u =e,. 
4, =, eindeutige Funetionen von &,, %, sind. 

3 b=x. Es seien 0,, @ die Wurzeln der zu 3=x gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichung und in Uebereinstimmung mit den 


Sätzen I, II voriger Nummer 
. 1 2 3 
5) = Er , &= ae oder 0, = 5, = 


Setzen wir in der Gleichung (A.) 


so sind 


1 = f'($), 
en a y'(&) 


ein Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung zwischen 
n und $ Für diese Gleichung ist <= 0 ein singulärer Punkt, und es sind 
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- 2 
Hd) a=-l+ —1-+ = oder = -4, 9=+Hl 








die Wurzeln der zu5=0 gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung. 
Aus den Gleichungen (B.) folgt aber, wenn man 
1 h 1 


- - 
u! u) 








u 
"9 


\ 
un 


setzt. 


IF &).dE+ FE)-d, = du, 

Ip ($).dE+p (5).dE, = du,. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich nun, wie im Falle 2), dass &,+3S:. 
5.5 In der Umgebung von «,=®,, %=®v, holomorphe Funetionen von 
4, % Sind. 


(E'.) 


Demnach haben 3,+2;, 3,.2, dieselbe Eigenschaft. 

“asst man das Vorhergehende zusammen, so ergiebt sich fol 
sender Satz: 

Sind die Wurzeln r,, r, jeder determinirenden Fundamentalgleichung. 
welche zu den verschiedenen singulären Punkten der Gleichung (A.) gehören. 
so beschaffen, dass entweder 


oder 


und für die Wurzeln o,, © der zu z3= » gehörigen determinirenden Funda- 
menlalgleichung entweder 


1 2 
=l4, e=14- 


n n 
oder 


2} 


os 2“ 
0, =3, %>- 


wor 


so sind die durch die Gleichungen (b.) definirten Functionen F,(u,, %,). 
F,(u,, ©) Wurzeln einer quadratischen Gleichung, deren Coefficienten eindeutige 
Functionen von u,. %. 


7. 
Nach meiner Abhandlung Bd. 66 pag. 145 dieses Journals ist 
(1) Zn +n)tg+e = A-1, 
wenn man mit A die Anzahl der singulären Punkte der Gleichung (A.) 
bezeichnet. 
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Ist A’ die Anzahl der singulären Punkte, für welche die determiniren- 
den Fundamentalgleichungen die Wurzeln —}, +4 haben, A” die Anzahl 


q der übrigen, so geht die Gleichung (1.) über in 
a 1 | . 
2) 3° —+0+% = A+3A'—1, 
a n; 
wo die Summe sich auf die Nenner der Wurzeln derjenigen Fundamental- 
sleichungen beziehen, welche zu den singulären Punkten der zweiten Art 
sehören. Da 
| 0, +9% 5, 
2, c " 
8 PEN, 34 
; a 2 
so folgt aus Gleichung (2.) 
(3) 34"+4'’<6 oder A+LA<G. 
| Hieraus folgt: 


Die Anzahl der singulären Punkte der Gleichung (A.) ist nicht grösser 
‚g. " als Sechs. 
DR, 1 °. 

Ein Beispiel für den Fall A=6 ist das folgende. 

Es sei für jeden der sechs singulären Punkte 


n=-4, n=H4, 

so wird nach meiner Abhandlung Bd. 81 die Gleichung (A.) durch die 
. . y . . . . . . 
a- -  Quadratwurzel einer rationalen Function befriedigt. Da überdies in den 


für die Umgebung je eines singulären Punktes oder des unendlich fernen 
Punktes geltenden Entwickelungen keine Logarithmen auftreten dürfen, so 
giebt es noch eine zweite Quadratwurzel einer rationalen Funetion, welche 
die Gleichung (A.) befriedigt und mit der ersten zusammen ein Fundamental- 
system bildet. 


,) 
fge Bezeichnet man die singulären Punkte mit @,, @, ... a, und setzt 
(3—a,)(3—0,)...(3—-%) = p(2). 
so hat das Fundamentalsystem die Form 
_ 9%) _ _R&) 
hm Far he 7; 
YP%) 9%) 
wo g(z), h(z) ganze rationale Functionen bedeuten. 
A.) Da im gegenwärtigen Falle 


0, =2, e=3, 
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so folgt, dass g(z), A(2) den ersten Grad nicht übersteigen. Im gegen- 
wärtigen Beispiele liefern also die Functionen F, (w,, %), F}(a,, %) die hyper- 
elliptischen Funetionen erster Ordnung. 


9. 

Dass aber im Allgemeinen die hier charakterisirten Differential- 
gleichungen (A.) nicht algebraische Integrale besitzen, und demzufolge die 
Functionen F,(u,.,%), Fr(u,,w) von den Abelschen Functionen verschieden 
sind, ergiebt sich an dem folgenden Beispiel. 

Es sei A=2, a,, a die beiden singulären Punkte der Gleichung 
(A.); die Wurzeln der zu a, gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung 


Yı=-$, m=-3, 
die Wurzeln der zu a, gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung 


ER We 
“ No a 6* 


2 
1 
Il 

DI 


die Wurzeln der zu 3=»x gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung 
=, &=2. 


Substituirt man in der Gleichung (A.) für diesen Fall 


.(3—4,) *.w, 


y= (3-4) 
so sind die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen der 
Ditterentialgleichung für w resp. gehörig 

zu &:4,35 ZU &: Paris) ZU m: —4,—H 
also hat die Gleichung für w die Form 


(1.) E.. P.w, 


d;’ 
wo P eine rationale Function von z. 

Nach meiner Abhandlung Bd. 81 dieses Journals pag. 135 ist diese 
Differentialgleichung, da die Wurzeln der zu a, gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung grösser als zehn, nicht algebraisch integrirbar, wen 
nicht ihre Integrale selber oder eine homogene Funetion zweiten Grades 
ihrer Integrale gleich der Wurzel einer rationalen Function. 

Da die Nenner der ‘Wurzein der zu den singulären Punkten a,, a 
gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen von den Zahlen 1, 2, 4 
verschieden sind, so bliebe nach derselben Abhandlung pag. 136 nur die 
Möglichkeit, dass die Gleichung (1.) vollständig durch Wurzeln rationaler 
Funetionen integrirbar wäre. 

Dieses findet jedoch nicht statt. 
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Denn jede Wurzel » einer rationalen Funetion von z, welche der 
Gleichung (1.) genügen soll, müsste die Form 


w = v(23).(»— a)". (3 —a,)” 
haben, wo w(z) eine ganze rationale Function von z, welche für 3 = a, 


und für 3=«a, von Null verschieden ist, wo ferner «, einen der Werthe 
1,3: o, einen der Werthe „>, „ hätte. Der Grad vw von w(z) müsste 
der Bedingung | 
u+a+o =}; oder 1 
genügen. 
Diesen Anforderungen entspricht aber nur die Funetion 
<H 
w = (3—-4,)’.(3—4,)'? 
und keine andere Wurzel einer rationalen Funetion. 


Die Gleichung (1.) ist demnach nieht vollständig durch algebraische 


Funetionen integrirbar, daher auch nicht die Gleichung (A.). 
o o 
Wir fügen zum Beschluss noch folgende Bemerkung hinzu: 
Setzt man, wie in Gleichung (H.) 
(1.) u 
P(%) 
so ist nach No. 5 Satz I z eine eindeutige Function von e. Nach Satz I] 
derselben Nummer sind aber auch f(z)’ und g(z)’ eindeutige Funetionen 
von ®. 


v, 


Es sei daher 
(2)  # = xfe), 
so ergiebt sich folgender Satz: 
Die Gleichungen (B.) lassen sich durch die eindeutigen im allgemeinen 
nicht rationalen Substitutionen 


3, =), 2=%(0) 


\/ Vgeo)de+ Ige)de = u, 


ı Mi. 


I/ eVgle)do+f "oVg(o)de = 


191 


in die Form 


bringen, wo 
Enz (m); C . x (m:) 
und g(vc) eine eindeutige im allgemeinen nicht rationale Function von v ist. 


Heidelberg, 14. Februar 1880. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft ?. 











/ur Lösung des Jacobischen Umkehrproblems. 
(Von Herrn Hermann Stahl.) 





In dem letzten Paragraphen ($. 27) seiner Theorie der Abelschen 
Funetionen hat Riemann“) das in den Gleichungen 


u=L:/ dm, (,k=1,2,...p) 
enthaltene Jacobische Umkehrproblem dahin formulirt, einfache 9-Quotienten 
mit den Argumenten ®,, %, ... o,, vermehrt um Bruchtheile von Perioden- 
systemen mit dem Nenner m, algebraisch und symmetrisch durch die Coor- 
dinaten (s;2,) der oberen Grenzen darzustellen. Die Darstellung selber 
durch m!® Wurzeln aus rationalen und symmetrischen Funectionen der (s;3;) 
wird nur angedeutet. Für hyperelliptische Integrale und den Nenner m =2 


KORRT) 
Da 
Dach 


war diese Darstellung bereits von Herrn Weierstrass””) in einer sehr ein- 
fachen Form ausgeführt. Setzt man, wie Herr Weierstrass, die sämmtlichen 
9-Charakteristiken aus 2p-+1 derselben, die einfache Indices heissen, zu- 
sammen, so stellen sich die Quotienten der 9(o,...o,) mit einfachem Index 
algebraisch durch Quadratwurzeln aus sehr einfach gebildeten, rationalen 
Funetionen der (s,3,) dar, während bei den Quotienten der %(v,...o,) mit 
mehrfachem Index zu solehen Quadratwurzeln noch gewisse rationale Func- 
tionen der (s;3;) hinzutreten. Die von Herrn Königsberger***) mitgetheilten 
Endgleichungen des Herrn Weierstrass enthalten die Darstellung der 9-Quo- 
tienten mit einfachem Index und eine Formel für die Zusammensetzung 
zweier Indices, woraus sich das übrige ergiebt; eine Formel, die gleich- 
zeitig für sämmtliche Indices gilt, hat Herr Prymf) gegeben. Eine Dar- 


*) Dieses Journal Bd. 54 oder Ges. Werke herausgegeb. von H. Weber p. 811. 
=*) Dieses Journal Bd. 47 und 52. 
*#*) Dieses Journal Bd. 64 p. 21. 
7) Prym, Zur Theorie der Functionen in einer zweiblättr. Fläche. Zürich 1866, p. 40. 


























hen 


nten 
den- 
'OOT- 
»|ber 
(8; 2;) 


=2 
ein- 
chen 
‚ ZU- 
ndex 
nalen 
) mit 
"unc- 
eilten 
-(Juo- 
tzung 
leich- 
Dar- 


. sı. 





p. 40. 


a 








* 
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stellung der 9-Quotienten für die allgemeinen Abelschen Funetionen findet 
sich in dem Werke von Clebsch und Gordan*). Nur 
der Einfachheit und Symmetrie. 


entbehrt dieselbe noch 
In anderer Weise hat Herr Weber**) für 
m — 2 eine Verallgemeinerung der Weierstrassschen Formeln gesucht. Der- 
selbe geht nicht auf die Darstellung einfacher 9-Quotienten aus. sondern 
auf die Darstellung symmetrischer Functionen derjenigen Werthe. welehe 
eine gegebene, rationale Function für die oberen Grenzen annimmt, dureh 
9-Functionen; die Endresultate konnten daher nicht ganz einfach sein. Im 
Folgenden ist eine einfache und symmetrische Lösung des oben bezeichneten 
Riemannschen Problems mitgetheilt, die den Endgleiehungen von Herrn 
Weierstrass genau entspricht. Man gelangt zu derselben fast unmittelbar 
durch einen Gedanken von Riemann und eine Fassung der Differential- 
gleichungen des Umkehrproblems, wie sie in speciellen Fällen Herr Prym 
(l.e.) und Herr Weber***) benutzen, um die algebraische Funetion in den 
Coordinaten der oberen Grenzen symmetrisch zu erhalten. Vorausgeschickt 
sind ein Paar Sätze über Wurzelfunetionen, die eine Verallgemeinerung der 
von @. Rocht) und Herrn Weber für p=3.m=2 aufgestellten Beziehungen 
bilden und zu den von Clebsch auf andere Weise behandelten Berührungs- 
problemen führen. Die ARiemannsche Theorie und die geometrische Aus- 
drucksweise von Ülebsch und Gordan sind als bekannt vorausgesetzt. 


$S.1. Beziehungen zwischen #-Functionen und Wurzelfunctionen. 

Es sei F(s,z2)=0 die zu Grunde liegende, algebraische Gleichung 
und die Verzweigung von s als Funetion von z sei dargestellt dureh die 
(2p-+1)-fach zusammenhängende Fläche T, welche durch 2p Querschnitte a, 
und 5, in die einfach zusammenhängende Fläche 7’ verwandelt wird. Für 
die geometrische Interpretation schreiben wir die Gleichung homogen in 

n 
der Form f(@,,0.,2;)=0 und betrachten dieselbe als Curve von der 
Ordnung z und vom Geschlecht p. Ein Punkt mit den Coordinaten (s, z) 


oder (2, 2,,2;) sei kurz durch x bezeichnet. Es seien ferner dw, (k=1.2....p) 


*) Clebsch und Gordan, Theorie der Abelschen Functionen. Leipzig 1866. 8.73. 
*#) Dieses Journal Bd. 70 p. 338 ff. 


=##) Weber, Theorie der Abelschen Funetionen vom Geschlecht p = 3. Berlin 
1876. Auf diese Schrift beziehen sich die ferneren Citate. 
7) @. Roch, Ueber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung. Dieses 


Journal Bd. 66, p. 97. 
22" 
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die p nach Riemann normirten Differentiale erster Gattung, und es werde in 
einer $-Function mit p gleichgebildeten Argumenten nur ein solches Ar- 
gument mit allgemeinem Index angeschrieben. Dann ist, wenn « ein be- 
liebiger Punkt der Curve f=0, die Function 


(1.) 9 [ "du,—e;) 


bei allgemeinen Werthen der e, gleich Null in p Punkten &,, ©, ... z,, 
die sich bestimmen aus der Congruenz 


2) (&,..0) = (3; "Au+ k,.- fan u,+k,), 


wo die k gewisse von den x, und e, unabhängige Ooknihaen sind. Nehmen 
1 A be) “ 
wir die Nullpunkte der Funetion 9 / du,) als bekannt an und bezeichnen 


a 
dieselben mit &,, &, ... a,"), so folgt, dass die Function 


3) f "an 8: Sau) 


gerade in den p Punkten z,, ©, ... x, verschwindet. Hiervon ausgehend 
beweist Riemann (l. e. $. 26) den Satz, dass jede Function der Form 


PO uUrUr 
Hu—ek - Fu ik u DU er) 22: m 


En | 


’r . \{ Ur . .. , 
wo = / du, und die e und f Constante, i rationale Brüche mit dem 
ü& 


Nenner m sind, unter der Bedingung 
= r r .o = r a 
(D.) m.( Ziel), ae Sie, ) — m(Zıf: ah zf® 


sich auf mannigfache Art als eine algebraische wie die Fläche T’ ver- 
zweigte Function der Coordinaten von x darstellen lässt, welche in gleich 
viel Punkten Null und unendlich wird und an den Querschnitten a, und b, 
eonstante Factoren annimmt, die m!® Wurzeln der Einheit sind. Umgekehrt 


*) Die Einführung dieser Punkte «; als untere Grenzen der Integralsummen rührt 
von Clebsch und Gordan her. Geometrisch ergeben sich die Punkte «; am einfachsten 
folgendermassen. Legt man in « die Tangente an f=0 und durch die n—2 Sechnitt- 
punkte derselben, sowie durch die Doppelpunkte von f eine Curve #=0 der (n— 2)" 
Ordnung, so lassen sich die noch freien Coefficienten derselben auf 2% Arten so be- 
stimmen, dass W die Curve f in p Punkten berührt. Unter den 2% Berührungseurven 
W,, befindet sich die Curve %,, die f gerade in den oben definirten » Punkten «; be- 
rührt. Vgl. Clebsch und Gordan |. ce. S.56 und Weber ].c. p. 74. 
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lässt sich jede algebraische, wie T’ verzweigte Function, die an den Quer- 
schnitten eonstante Factoren hat, auf mannigfache Weise als Funetion der 
a, durch einen Quotienten von 9-Functionen der Form (4.) darstellen. Die 
Abhängigkeit der hierbei auftretenden Grössen ist folgende. Die Factoren, 
die (4.) an den Querschnitten a, und b, annimmt, sind bez. 


I 
u, u, 


— Zi + — .2ni 


i 


‚ps 7 g m 
u und e ” 


wo die ganzen Zahlen « und w eindeutig durch die Congruenz bestimmt sind 
- a 4 M, 
() Zee -EfP = —, (k=12,...p), 
1 l 


m 
wenn zur Abkürzung gesetzt wird 
er u ce 
(8.) M, — U, ‚rı-+ PX u .A,,. 
1 


Die r.p Punkte y und z, in denen je der Zähler und Nenner in der Function 
(4.) verschwindet, sind eindeutig bestimmt durch die Congruenzen 


(‘) -(1) 
Y, p . — 9 
E « . En L — 1.2. |, 
9) V"=B, / du, W=32 / du, , e Ä 
1 | ® 


1; 
Ä s—=1,2,....r/ 


tw 


&, &, 
Fallen die Punkte y und z theilweise zusammen und wird die Zahl der 
verschiedenen Punkte, in denen die Funetion (4.) Null und unendlich wird. 
durch g+p, diese Punkte selber durch yı, ... %, 
zeichnet, so gehen die Gleichungen (7.) über in 


Er m; 
), Ei = \B = a P 
(10.) 2 J du, R k=1L% p 


und 2, ... 2,;, be- 


+nD 


m ° 


Diese Gleichungen bilden das Abelsche Theorem der dureh (4.) dargestellten 
algebraischen Function. Sind die Constanten e und f den Bedingungen (3.) 
gemäss irgend wie angenommen, so ergeben sich die für die Factoren an 
den Querschnitten charakteristischen, rationalen Brüche mit dem Nenner m 
eindeutig aus (7... Umgekehrt sind die Factoren an den Quersehnitten als 


m'® Wurzeln der Einheit beliebig gegeben, so sind nach (7.) die p letzten 
der Grössen e und f durch die übrigen, oder auch nach (10.) die p letzten 
der Punkte y und z durch die übrigen eindeutig bestimmt. 

In dem besonderen Falle, wo sämmtliche « und «’ gleich O0 (mod.m 
werden, stellt die Funetion (4.) eine rationale Function dar: im allgemeinen 
Falle aber ist dieselbe algebraisch definirt als m!® Wurzel einer rationalen 
Funetion der Coordinaten des Punktes x, die in den g-+p Punkten y; gleich 
Null in der mten Ordnung, in den g+p Punkten z, gleich unendlich in der 
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mten Ordnung wird. Zur Bildung derselben legen wir die Curve f(x) = (0 
zu Grunde und nehmen die g+p Punkte z, und g von den Punkten y; als i 
gegeben an. Wir bestimmen dann eine Curve O(z)=0 vom Grad k, die 
f=V in den g+p Punkten z;, je (m—1)-punktig berührt (d. h. in m zusammen- 
fallenden Punkten schneidet) und ausserdem durch die r Doppelpunkte 
Yı, »+. Y, von f=0 geht, welche Punkte als Schnittpunkte doppelt zu 
rechnen sind, und bezeichnen die übrigen s Schnittpunkte mit f=0 dure)ı 
O2... 0. Die Zahlen n, k, m, g, p, r und s sind hierbei durch die Re- 
lation verknüpft 
(11) n.k = m(g+p)+2r-+s. 

Legen wir nun durch die 2r+s Punkte 7 und d eine zweite Curve P=( 
derselben Ordnung k, welche f=0 in den g ersten Punkten y; je (m—1)-punktig 
berührt, so lassen sich die noch freien Coeffieienten gerade so bestimmen. 
dass die Curve $ noch in weiteren p Punkten je (m—1)-punktig berührt, womit 
die p letzten abhängigen Punkte y; bestimmt sind. Diese Bestimmung der 
Curve ® oder der p letzten Berührungspunkte y; aber ist vieldeutig. Da 
nach (10.) jedem Werthsystem der rationalen Brüche —, — eine eindeutige 
sestimmung der letzten p Punkte y, entspricht und da sich die Gleichungen 
(10.) nicht ändern, wenn die « und «' um ganze Vielfache von m wachsen. 
so ergiebt sich, indem man den ganzen Zahlen «, und u; alle Werthe von 
0 bis m—1 beilegt, ein System von m” solchen Berührungseurven $*). 
Wir setzen das Zahlensystem 


(12) (das Ba sea Bas Man Bir = Mi) = (Mb) 


u,) 
(dasselbe ist eine Verallgemeinerung der 3-Charakteristik) und bezeichnen 
die demselben entsprechende Curve durch &,. Die Function (4.) ist hier- 
nach bis auf einen von x unabhängigen Factor algebraisch dargestellt durch 
die Function 

IKHOR 


(13.) er 


8.2. Algebraische Beziehungen zwischen Wurzelfunctionen. 


m. 2 
In $. 1 sind gewisse algebraische Functionen Yy#,(x) definirt als m! 
Wurzeln aus einer rationalen Funetion P, der Coordinaten des Punktes x. 


*) Vergl. Clebsch und Gordan, Ab. F. p. 232. 
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die, als Curve betrachtet, f=0 in 2r+s festen Punkten 7 und d schneidet 
und in g+p Punkten y; je (m—1)-punktig berührt. Ich gebe zunächst ein Paar 
Sätze über diese Wurzelfunctionen *). Halten wir bei der Bildung der 
Berührungseurven & nur die 2r+s Punkte y und Ö fest, lassen aber die 
g ersten Berührungspunkte y, von denen die p letzten Punkte y abhängen, 
beliebig variiren, so gehören zu den 2r+s festen Punkten y und d noch 
g-fach unendlich viele Curven, die f=0 in g+p Punkten y je (m-1)-punktig 
berühren. Diese Curven theilen wir in m” „Systeme,“ indem wir jedem 
Zahlensysteme (u) (vergl. 12 $. 1) ein solches Curvensystem zuordnen. Die 
in $. 1 gebildete Curve © gehört dann mit in das System &,, in dem alle 
Zahlen u, w den Werth 0 haben. Die m” Systeme sind völlig getrennt, 
d.h. es ist nicht möglich aus einem System durch blosse Veränderung der g 
willkürlichen Berührungspunkte in ein anderes System zu gelangen, wie 
unmittelbar aus (10.) $. 1 folgt. Wir bezeichnen verschiedene demselben 
System « angehörige Curven &, durch $ ü=1,2,...). 

Aus den m” Systemen von Berührungseurven 2, ergeben sich m” 
Systeme von Functionen der Form y#,, die wir als Waurzelfunetionen aus 
dem System u bezeichnen. Eine solche Funetion wird in jedem der 2r+s 
Punkte z und d Null in der Ordnung = ‚ In jedem der 9+p Berührungs- 


punkte dagegen 0. Wir denken uns nun eine Reihe von linear unab- 


u» 


hängigen Functionen dieser Art gebildet: y\), alle aus demselben System 
u, aber mit verschiedenen Berührungspunkten. Jeder Quotient der Form 
yp':P, hat an den Querschnitten die Factoren 1, ist also eine rationale 
Funetion der Coordinaten von x, die in g+p Punkten Null und unendlich 
wird. Nach einem bekannten Satze von Riemann besteht zwischen je g+2 


solehen rationalen Funetionen eine lineare Relation; wir können also setzen: 


m g+1 


1) Yb, = Zil.yD, 
I. Zwischen je g+2 (oder weniger) Wurzelfunctionen aus demselben 
System u besteht eine lineare Relation. 
Umgekehrt ist jedes Aggregat von Wurzelfunctionen aus dem System u 
wieder eine Wurzelfunction aus demselben System. 
Denn dividiren wir ein Aggregat von solchen Funetionen durch eine 
derselben, so ist der Quotient rational, folglich ist auch die mt® Potenz dieses 


*) Vergl. Weber ]. c. $. 17—20. 
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(Juotienten rational, und da die mte Potenz des Nenners für sich rational und 
von der Ordnung k, so ist auch die mt® Potenz des Zählers rational, d.h. 
der Zähler selber oder das Aggregat der Wurzelfunctionen ist die mt® Wurzel 
einer rationalen Funetion &, von der Ordnung 4. 

Kennt man g+1 linear unabhängige, aber sonst beliebige Wurzel- 


funetionen yD,, aus dem System u, so setzt sich aus denselben jede weitere 
solche Function YyP, linear zusammen (1... Man kann in diesem Falle die 
letztere Funetion sehr leicht bestimmen, wenn ihre g willkürlichen Null- 
punkte gegeben sind, da man durch Einführung derselben in (1.) g lineare 
Gleichungen für die Verhältnisse der Coefficienten /, erhält. Mit der Function 
selber sind dann auch die p abhängigen Nullpunkte bestimmt. 

Eine Ausnahme von dem Satze I sei kurz erwähnt*®. Es sei 
p(z)=0 eine Curve von der Ordnung »—3, welche f=0 ausser in den 
r Doppelpunkten 7 gerade in 2»—2 Punkten schneidet. Diese Punkte 
heissen durch die Funetion 9 „verknüpft;* von ihnen sind die p—1 letzten 
durch die p—1 ersten und willkürlichen eindeutig -bestimmt. Jede rationale 
Function der Coordinaten von x, die in p oder weniger Punkten 0 oder 
oo wird, stellt sich als Quotient von zwei solehen Funetionen dar (verg]. 
Riemann 1. e. $.10). Wenn nun von den g+p Berührungspunkten y einer 
Curve $, die p letzten und abhängigen y,;1, »-- %,,, gerade Nullpunkt« 
einer Function g, sind, so ist die Function Y$, nicht durch g, sondern 
erst dureh g+1 der Punkte y eindeutig bestimmt. Legen wir nämlich durel 
die p—2 Punkte, welche mit Y,;ı. ... Y,;, durch y, verknüpft sind, eine 
zweite Curve g@, welche f=0 noch in den p Punkten 7,41, --- 9, 
schneidet (von denen einer willkürlich ist), so giebt das Abelsche 'T’heorem. 


) 
l 


» . 7 . ( = E 
angewandt auf die Function E die Congruenz 


r Ng L7 
3:/ du, = Q. 
1 « 

Yati 


Durch Verbindung mit (10.) $.1 aber folgt hieraus 


4 ri P NgHi M 
(2.) Si / du,.+2: / de, = — 
. * 1 e 
44 i 


m 


was beweist, dass jedes System der oben definirten Punkte 7,41, »-- 9,.,: 
von denen einer willkürlich war, die p letzten, abhängigen Nullpunkte deı 


*) Vgl. Weber, I. e. p. 130. 
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Funetion Vd, darstellt. Die Bestimmung dieser Funetion wird demnach 
erst eindeutig, wenn ausser den g Punkten y,. ... y, noch ein weiterer 
Nullpunkt willkürlich gewählt ist. 

Umgekehrt, ist eine Wurzelfunetion durch die g ersten Nullpunkte 
noch nicht bestimmt, so sind die p letzten Nullpunkte zugleich Nullpunkte 


m n 


einer Function g. Giebt es nämlich zwei Functionen YPU und yY“) mit 
denselben Faetoren an den Querschnitten und denselben g ersten Nullpunkten 
Yır co» Y,, 80 Ist der Quotient beider Funetionen eine rationale Funetion, 
die nur in p Punkten O0 und &, also durch den Quotienten zweier Funetionen 
y dargestellt wird. Daher sind die p letzten Nullpunkte einer jeden der 
beiden Wurzelfunetionen Nullpunkte einer 'g-Uurve. 

Ein zweiter Satz bezieht sich auf die rationalen Funetionen, die sich 
aus den Wurzelfunetionen zusammensetzen lassen. Hierzu halten wir bei 
der Bildung der Berührungseurven $&, nur die Zahl m und 2r+s Punkte 
y und ö fest, lassen aber das System, die Ordnung und die Zahl der Be- 
rührungspunkte, den Bedingungen (11.) $.1 gemäss variiren. Eine Curve 
aus dem System «, von der Ordnung %, mit g,+p Berührungspunkten 


sei bezeichnet dureh $,,. Das Produet von « Wurzelfunetionen 


(3) IV, 
1 [Ai 
ist offenbar wieder eine Wurzelfunetion ähnlicher Art wie die Einzelfactoren, 
mit dem Unterschied, dass die Funetion (3.) in den 2r+s Punkten y und 
1 i a 
d nieht in der Ordnung x sondern in der Ordnung verschwindet. Das 


System «u, welchem die Funetion (3.) angehört. ist bestimmt durch 
(4) (WJ=(u, WS (Zul, 3; u"), (mod. m). 
l I £ 


d.h. durch Addition der entsprechenden Elemente « und « aus den Systemen 
der Einzelfactoren. Die Funetion (3.) verschwindet in der Gesammtheit 
der Nullpunkte ihrer Factoren. Für solche Produete von Wurzelfunetionen 
gelten ähnliche lineare Relationen wie (1.). Setzen wir aber e=m older 
bilden wir ein Produet von gerade m Wurzelfunetionen, so wird die Function 
(3.), da sie nun in den 2r-+-s Punkten y und Ö in der ersten Ordnung ver- 
schwindet, eine rationale Function der Coordinaten des Punktes = sein 
unter gewissen Bedingungen für u“, g, und Ak. Zunächst muss 


m 


(5.) Z;u®, Zu! )= (0, 0),  (mod.m) 
1 l > 
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sein, damit die Funetion (3.) an den Querschnitten die Faetoren 1 habe: 


ausserdem ist nur nöthig, dass &;g; theilbar sei durch m. Unter dieser 
1 


Bedingung nämlich ergiebt sich durch Summation der für die Einzelfaetoren 
von (3.) gebildeten Gleichungen (11.) $.1 eine Relation, die beweist, dass 


m 


auch .5;%; dureh m theilbar ist. und man erhält, wenn 
l 


m 


6.) 394=m.g, S;h,=m.k 
1 


1 

gesetzt wird, aus jener kelation dureh Division mit m 

A) nk = m.(g+p)+2r+s. 
Hieraus aber folgt die Existenz eines Systems von Berührungseurven der 
Form & von der Ordnung %k mit g+p Berührungspunkten. Dividirt man 
nun das Produet (3.), gebildet für «= m, durch die Funetion &’ aus irgend 
einem System, so erhält man eine rationale Function, deren Nenner für 
sich rational und von der Ordnung % ist; folglich muss auch der Zähler 
rational sein und sich mit Hülfe von f= 0 auf dieselbe Ordnung %k bringen 
lassen. Wir fassen das Vorstehende in den Satz: 

Il. Das Product (3.) von m Waurzelfunctionen («= m) ist rational 
und von der Ordnung k, wenn die Bedingungen (5.) und (6.) erfüllt sind, 

Oder geometrisch ausgedrückt: 

Legt man durch 2r+s feste Punkte y und d von f=U und die Be- 
rührungspunkte von m—1 Curven PB, =) aus verschiedenen Systemen u‘ 
und von verschiedenen Ordnungen k; eine Curve von beliebiger, aber hinreichend 
hoher Ordnung k, so geht dieselbe stets noch durch die Berührungspunkte einer 
m’ Curve BU —=(), für welche die Werthe gelten 


wm 


1 m—I 
8) (um, u) = (— S;u®, — 3; u), (mod. m), 
1 l 


m—1 m—1 
(9.) khn=m.k— 3;k, 9, =m.g— Lig: 
1 1 
Aehnliche Sätze gelten für Producte von 2m, 3m, ... Wurzelfunetionen. 
In dem Satze II sind alle Berührungssätze enthalten, die Olebsch *) 
aus dem Abdelschen 'T’heorem ableitet; nur sind dort alle Zahlen g; und 
ebenso alle Zahlen A, einander gleich angenommen, wodurch die Bedingung 
(6.) des Satzes II von selber erfüllt ist. 
*) Ueber die Anwendung der Abelschen Functionen in der Geometrie, dieses Journal 


Bd. 63, p. 180 ff. Die Reductionen, welche eintreten, wenn »» nicht, wie oben voraus- 
gesetzt, eine Primzahl ist, finden sich besprochen in Clebsch u. Gordan Ab. F. p. 242 ff. 
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$.3. Die Lösung des Umkehrproblems. 


Die Aufgabe, den allgemeinen Ausdruck (4.) $. 1 dureh Wurzel- 
funetionen darzustellen, lässt sich, wenn man von rationalen Funetionen 
absieht, zurückführen auf die Darstellung des einfachsten der in (4.) $. 1 
enthaltenen Ausdrücke, nämlich, indem man 


»). », p 2; 
(1.) 0, = / du,— e, = / du, - 2 / du, , k=1,...p) 
« « | « 


setzt, auf die Darstellung des Ausdrucks 


M ?_ Mrd 
3v, Br h ) ei ur U; ( N 


— 


m " m 


lv, ) ” 


durch Wurzelfunetionen (vergl. Riemann ]. e. $. 27). Diese Aufgabe ist iden- 


(2.) 


tisch mit der Lösung des in (1.) enthaltenen Umkehrproblems in seiner 
einfachsten Form. 

Um von Anfang an die Symmetrie zu wahren, nehmen wir statt (1.) 
das Umkehrproblem von der Form an 


Ba) ou. 53 is Fe 205 Peer)? 


0 « 


a; 


(wo für «, und x, stets « und z zu denken ist). Wir führen ferner statt 
des Systems («) zwei Systeme (r) und (o) ein und stellen uns die Aufgabe, 
den Ausdruck 


m 
(4.) 5 
ri 0:%); 
3(u u. 3 —, 23 
m f m 


als symmetrische Funetion der x, darzustellen, wobei 
| BR us 
(5.) R,=r,.ni+Z3ıra., P,= 0,.ni+ 3.0,0,. 
l 1 


Wir beginnen die Darstellung von (4.) mit dem speciellen Falle, 
in welchem die Punkte &,, ... x, mit @,, ... «, zusammenfallen. Die 
Lösung ergiebt sich nach den Grundsätzen des $. 1, indem wir g = (0 setzen. 
Die für g=0 gebildeten Berührungscurven, die für das Folgende von be- 
sonderer Wichtigkeit sind, bezeichnen wir mit dem Buchstaben #. Wir 
bestimmen also eine Curve #,, welche f in den » Punkten «, je (m—1)-punktig 


DE 
23 
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berührt, und legen dureh die 2r+s weiteren Schnittpunkte 7 und Ö diese! 
Curve das System der m”—1 Curven %#, deren jede ebenfalls in p Punkten 
Je (m—1)-punktig berührt. Aus diesem System sind diejenigen Curven #. und 
Y, auszuwählen, deren Berührungspunkte «') und «® bestimmt sind durelı 
die Uongruenzen 


\ P ar) R pP (0) P. 
(6.) <i ii du, a - . 2; Fr du, == hu 
äs. u. 


m m 
a; &; 



















Alsdann hat man die Gleichung 


’2 R P r; u 
u / du, — t) -23 = m R 
ei « e ;(. 
a) a en I 
EN / du, — ) Me. 2 an: 0 
. m e | m 


wo C eine von x unabhängige Constante, auf die es nicht weiter ankommt. 
Wir denken uns nunmehr die eben behandelte Speeialaufgabe voll- 
ständig gelöst, setzen also die hier definirten Curven #, oder 7, und ihre 
Zuordnung zu den Werthsystemen (r) oder (o) als bekannt voraus. Dann 
lässt sich die Darstellung von (4.) vollständig durchführen. Der Ausdruck 
(4.) hat, als Funetion von x betrachtet, an den Querschnitten a, und b, 
resp. die Faetoren 
EEE u + ner Imi 
Br = und e 7 
er wird unendlich in p Punkten z, und Null in p Punkten y;, die nach 
$. 1 bestimmt sind durch die Congruenzen 


p Y; p 2 R. p 2; p . v; P; 
(9.) 3./ du, +2 / du, = u 3, / dust; / du. = —: 
1 l ’ ı « Ze. 
ad; a; a; ik; 


m 





Durch das Faetorensystem an den Querschnitten und durch die Nullpunkte 
y; ist (4.) als Function von x algebraisch vollständig definirt und jede al- 
gebraische, wie T verzweigte Funetion von z, die hierin mit (4.) überein- 











stimmt, ist dieser Function bis auf einen von z unabhängigen Factor gleich. 
Zur algebraischen Darstellung der so definirten Funetion führen die Wurzel- 
funetionen des $. 1, gebildet für g=p. In der That, bilden wir zwei solche 


m r 














Wurzelfunetionen YD, und Y$,, die den Systemen (r) und (ge) angehören, 
so lassen sich dieselben nach (1.) $. 2 als Aggregate von p-+1 linear un- 
abhängigen Funectionen derselben Art darstellen in der Form 
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ın m 


p ” p L m 
(10) YP(a)= 31V’ (a), Vb,(z) = 3:1 VL’ (z). 
0 . 0) u 


Bestimmt man in diesen Funetionen (10.) die Verhältnisse der p-+-1 Uoef- 
fieienten /; resp. 4, so, dass jede dieser Funetionen in den p Punkten x, ver- 
schwindet, so verschwindet die erste der Funetionen noch in den p Punkten 
y;, die zweite noch in den p Punkten z. Der Quotient der beiden Fune- 
tionen (10.) ist also bis auf einen von x unabhängigen Factor A identisch 
mit (4.), da die Nullpunkte und die Factoren an den Querschnitten über- 
einstimmen. Man hat daher unmittelbar als Lösung des Umkehrproblems 
(3.) die Gleichung 


P °.aı 
R, “ 9 v r,W; 
” Ye ru 
e 


11. m ne S+AA...A, 
( . “ . nn ,; . = 
f' 7 E 0,W; 2-4 b,B, cc 
F ww; — u 2 > 
m . rm 


wobei zur Abkürzung gesetzt ist 

(12.) A;,=YP% (a), B=YDV (2). 
Die Constante A war zunächst nur von x unabhängig. Da aber die Funec- 
tionen der linken und rechten Seite in (11.) vollkommen symmetrisch für 
die p+1 Punkte z, &,, ... x, sind, so folgt, dass A auch von den übrigen 
x, unabhängig ist. Man könnte nun die Darstellung (10.) auf die durch 
7.) definirten Funetionen 7 gründen, indem man 


m m m in 


9) i) ce WW \ WW N, OR WW [r7} > 
(15.) YPP”(e)=yP or). Fol), vie) =yFP ot). Pot) 


setzt und für die s, f, o, r die Bedingungen hinzufügt 


(14) (HEN, (HM) = (r,r), (oM!+T), +) = (e, eo") (mod.m). 
Indess erscheint es zweifelhaft, ob es p+1 linear unabhängige Functionen 
der Form (13.) giebt, wie man schon für p=3, m =2 aus den zugehörigen 
*-Relationen ersieht *). Wir lassen daher diese Lösung des Umkehr- 
problems fallen und schlagen einen anderen Weg ein. 

Die darzustellende Function (4.) hat als Funetion von jedem der 
p Punkte x, genau dieselben Faetoren an den Querschnitten, wie als Fune- 


. 
“ 
.. 


*) Die Lösung des Umkehrproblems in der Form (11.) rührt von Herrn Weber 
her, der dieselbe für den Fallp=3, m =2 entwickelt hat l.e. p. 157. Zur Dar- 
stellung der Funetionen (10.) sind daselbst die von Riemann eingeführten „Abelschen 
Funetionen“ yg verwandt. 
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tion von x. Ist daher S irgend eine algebraische, wie T’ verzweigte 
Funetion von x allein, die an den Querschnitten ebenfalls diese Faetoren 
hat, und bezeichnet S,; den Werth dieser Funetion für e=z,, so ist die 
darzustellende Funetion, dividirt durch das Product S.S,.8,...8,, eine ra- 
tionale Function der Coordinaten eines jeden der Punkte &, &,, ... =, 
bezeichnet man diese rationale Function mit R, so ist die gesuchte Funetion 
dargestellt durch *) 


15.)  R.S.S..8....S, 


Wir führen nun für S die als bekannt angenommenen Functionen 9 ein 
und setzen **) 

/B@) 

=y We) 

Die rationale Funetion R in (15.) ist dann, als Function von x betrachtet. 
tolgendermassen charakterisirt. Sie wird Null in den 2p Punkten y, und 
oe‘, unendlich in den 2» Punkten z; und «", welche Punkte durch die 
Congruenzen (6.) und (9.) bestimmt waren. Bei der Bildung der Funetion 
R lassen sich aber die y,; und z,; durch die x, ersetzen. Definirt man näm- 
lich ein weiteres System von p Punkten a, durch die Congruenz 


(16.) 


.- / Ä 270 R,+P 

(17.) 2, /" “= 3: u du, + z, e du, = er - 
Ei 

Gt; a, a: 


q 


so ergiebt sich durch VERRERRENGEEN der Gleichungen (6.), (9.) und (17.) 


F u rl" du,) =(), 


: Oo; 
(18) 


uf ut A auf du) —=(, 


Wir legen daher durch lie p ans a, von f=0 eine Curve „=V0 
welche f noch in den p Punkten «, einfach berührt und in weiteren 2r-+s 
Punkten x und Öd schneidet. Der niederste Grad dieser Curve ist »n—2 für 
p>53 und »—1lfür p=3. Legen wir durch diese 2r+s Punkte eine Curve 
z derselben Ordnung wie %,, so lässt sich y durch 2p-+1 linear unabhängige 


br Vergl. Riemann 1. e. $. 27 Bemerkung aus Rs. Nachlass. 


=#) Man kann noch allgemeiner, aber weniger einfach in (16.) für r und o bez. 
r-+ N und o-+4 setzen, wo 9) ein System der Form (12.) 8. 1 bezeichnet. 
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Funetionen derselben Art 4 darstellen in der Form 

2p 
1) ze Br”. 

0) 


Bestimmen wir nun die Verhältnisse der Coeffiecienten Z; so, dass die Funetion 
(19.) in den Punkten z&; und «'® verschwindet. so sind ihre p letzten Null- 
punkte nach (18.) gerade die Punkte y;; wir bezeichnen diese Funetion 
durch x,(#, &;, «”). Bestimmen wir dagegen in (19.) die Coeffieienten / 
so, dass die Function in den 2» Punkten z; und «" verschwindet, so sind 
ihre p letzten Nullpunkte die Punkte z,;; wir bezeiehnen diese Funetion 
durch 2,(@, x;, e’). Der Quotient der beiden Funetionen %s:%, *) stimmt 
bis auf einen von x unabhängigen Factor A mit der rationalen Function R 


in (15.) überein. Hiermit hat man folgende Lösung des Umkehrproblems (3.) 


vr r.1ır 
IC re) 8% ",.W; R 
Wr. , . D 2 £ z 
20. m e Hl Kl, X, a(?)) (2). Plz)... P,(x,) 
\ ° . BEN un u“ . u z 
"r P; 4 0; IM; , / Hn T;, ar D x) . m Hr ) ... m (r ) 
> (-— ) —?>5 - X ( ’ ) A J A| 1) o\Tp)J 
m 1 m 


Diese Gleichung ist, auch für A, vollkommen symmetrisch in. den p-+1 Punkten 
T, %y +. %,. Denn da die Function sowohl der linken als der rechten Seite 
von (20.) symmetrisch für diese Punkte, so ist die Constante A, wie sie 
unabhängig von x war, auch unabhängige von z....x Lässt man die 


L 
Punkte z,2,...2, mit @,o,...e, zusammenfallen, so kommt die Gleichung 
(20.), wie leicht zu sehen, auf die Gleichung (7.) zurück. 

Was die Constante A in (20.) betrifft. so bestimmt sich dieselbe 
durch Einführung speeieller Punktsysteme an Stelle von (z,x. Setzt 
man (2,2) = (ea,e,) und (z, x,)=(e,a;), so erhält man zwei Gleichungen, 
aus denen sich ausser A? noch der 9-Quotient 


R A 

? A nu . y' u > . 
s( m ) e a (+ P).r, 
(21.) | 


( Pi P 2 E ıP | 
” ) & r m (+ Pr).Qı 


beide in der Form P.yQ ergeben, wo P und Q rationale und symmetrische 
Funetionen für jedes der vier Punktsysteme «,;, «, «®, a, sind. Da die 
Punkte a, durch die Relationen (17.) von a;, 0%’, a’ abhängen, so kann 


t 


*) Die Indices r und o haben hier nichts mit 'den Systemen (r) und (e) zu thun. 
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man nach dem Additionstheoreme der Integrale erster Gattung die Fune- 
tionen P und Q als rationale und symmetrische Funetionen der Punkt- 
systeme «,, a, a“ allein darstellen. Man kann daher, wenn die Punkte 
ce, bekannt sind, schliesslich die Funetionen P und Q rational ausdrücken 
durch zwei den Systemen (r) und (ge) zugeordnete Wurzeln 4” und 4% 
einer algebraischen Gleichung L=0 vom Grade m”—1, welche das Systen 








der m’’—1 Berührungseurven 7 bestimmt, wie dies von Olebsch und Gordan 





näher ausgeführt ist (l. e. zehnter Abschnitt). Die vorstehende Bestimmung 
passt nicht mehr, wenn das System (o, 0") = (0, 0) ist, was damit zusammen- 
hängt, dass wir gerade die Berührungspunkte «, der Curve #, zu unteren 
(srenzen des Umkehrproblems (5.) gewählt haben. Man erhält indess 
alcebraische Ausdrücke für 9-Quotienten der Form (21.), in welchen 9 (0 
auftritt, wenn man die Berührungspunkte einer anderen Curve aus (dem 
System der 7 zu unteren Grenzen des Umkehrproblems nimmt. Es sei 
nur erwähnt, dass man die Functionen x, und z, in (20.) lediglich durel 
die für m =2 gebildeten Funetionen 7 darstellen kann, was für andere 





Untersuchungen von Interesse ist. 





Die in (20.) enthaltene Lösung des Umkehrproblems entspricht 











senau derjenieen des Herrn Weierstrass für hvperelliptische Inteerale unıd 
- « be) « bee) 





m—=2. Wiederholt man die hier angestellten Betrachtungen für diesen 
Fall, so erhält man eine Gleichung, in welche sich ohne Schwierigkeit die 
von Herrn Prym (l. ce.) gegebene Endformel überführen lässt. 

Wie hier der Ausdruck (4.) $. 3. so lässt sich, wie man leicht über- 








sieht, durch genau dasselbe Verfahren und in ebenso explieiter und sym- 








metrischer Form durch die Punkte x, z,, ... ®, auch der allgemeinste, aus 
beliebig vielen #-Funetionen gebildete Ausdruck darstellen, welcher aus 


(4.) $. 1 entsteht, wenn man darin die #, durch die in (3.) $. 3 definirten 

















ww, ersetzt. 


Berlin. Januar 1880. 








Druckfehler. 


Seite 175 Zeile 6 u. 9 v. u. statt „eine lineare Relation* lese man „eine homogene 
lineare Relation“. 
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Ueber das Additionstheorem der Thetafunetionen 
mehrerer Variabeln. 


(Von Herrn @. Frobenius in Zürich.) 


I. seiner Arbeit: Ueber die 'T'ransformationstheorie der T'hetafune- 
tionen (Annali di Mat. Ser. IIa, tomo IX) zeigt Herr Weber, dass sich die 
transformirten Thetafunetionen von o Variabeln als ganze Funetionen Ateu 
Grades der 2° ursprünglichen T'hetafunetionen darstellen lassen, falls % den 
Grad der "Transformation bezeichnet. Für den speciellen Fall o=2 ist es 
aber Herrn Hermite (Compt. end. tom. 40, p. 485) gelungen. diesem Satze 
eine weit präcisere Fassung zu geben. Sind 9,, 9,, 9, 9, vier durch die 
Göpelsche biquadratische Relation verbundene T'hetafunetionen, und 9, ©. 
9,. 9, die transformirten Funetionen mit den nämlichen Charakteristiken. 
so beweist er, dass sich die vier Funetionen ©, als ganze Funetionen Akten 
Grades der vier Funetionen 9, darstellen lassen. Da dieser Satz. sowie 
das analoge die Multiplication betreffende 'T'heorem, eins der wichtigsten 
Resultate der Hermiteschen 'T'heorie bildet. so habe ich mich mit der Frage 
beschäftigt. ob auch fiir "Thetafunetionen von mehr als zwei Variabeln 
ein ähnlicher Satz besteht. Hermites Beweis beruht einmal auf der Ueber- 
einstimmung zweier auf ganz verschiedenen Wegen gefundenen ganzen 


4 
r - De 
Zahlen 


mir die Verallgemeinerung dieses Beweisverfahrens mit grossen Schwierig- 


) und zweitens auf der Existenz der Göpelschen Relation. Da 


keiten verknüpft zu sein schien, so versuchte ich mein Ziel auf einem 
anderen Wege zu erreichen, und dies gelang mir mit Hülfe eines dem 
obigen Hermiteschen Satze analogen Additionstheorems ($. 3). In 8. 2 
definire ich als Göpelsches System ein System von 2?=r Charakteristiken 
und ihnen entsprechenden Funetionen 9,(@) (e=0, 1, ... r—1l). In 8.3 
zeige ich dann, dass sich jedes der r Producte 9,(u+e)9,(u-+w) durch 
die Grössen 9 (u+o+w),. 9,(0o+w), 9, (u), 9,(e), $,(w), 9,(0) rational 
ausdrücken lässt (Formel (7.)). Wenn man nun in der Deduetion des 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 3. 24 
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P) 





Herrn Weber (pag. 155) statt des von ihm benutzten Additionstheorems das 
hier entwickelte anwendet, so ergiebt sich, dass sich jede der r transfor- 
mirten Funetionen ©, als ganze Function Aten Grades der r Funetionen 
3, darstellen lässt. Aus unserem Additionstheorem ($. 3, (10.)) ergieht 
sich zugleich der analoge Satz über die Multiplieation, ohne dass man 
dieselbe aus zwei supplementären Transformationen zusammenzusetzen 
brauchte. 

Im zweiten Theile dieser Arbeit ($$. 5, 6) beschäftige ich mich mit 
der Formel, welche Herr Stahl (dieses Journal, Bd. 88, S. 177) im Anschluss 
an die Arbeiten der Herren Weber (Theorie der Abelschen Funetionen vom 
Geschlecht 3) und Nöther (Math. Ann. Bd. 14, S. 248) entwickelt und als 
Additionstheorem der 'T’hetafunetionen bezeichnet hat. Um zu dieser Formel 
zu gelangen, hat er zunächst ein System von 2°+1 Thetafunetionen zweiter 
Ordnung aufgestellt, zwischen denen nach Hermites Prineipien eine lineare 
Gleichung mit eonstanten Coeffieienten bestehen muss, und dann die linearen 
Gleichungen ermittelt, welche zur Bestimmung dieser Coeffieienten dienen. 
Auf die Auflösung dieser (Gleichungen ist er aber nieht näher eingegangen, 
und seine Untersuchung ist sogar in so fern nieht ganz vollständig, als er 
nieht den Nachweis beigebracht hat, dass jene Gleichungen in allen Fällen 
auflösbar sind, d.h. dass ihre Determinante von Null verschieden ist. Eine 
genauere Untersuchung dieser Determinante vom Grade r = 2°”° zeigte 
mir, dass sie in r Faetoren zerfällt, welche homogene lineare Funetionen 
von r 'T'hetafunetionen sind, deren Uoeffieienten bei unbeschränkt veränder- 
lichen Moduln nieht verschwinden. Da zwischen den 'T'hetafunetionen keine 
lineare Relation mit eonstanten Coeffiecienten besteht, so ergiebt sich daraus. 
dass jene Gleichungen stets auflösbar sind, und aus der Beschaffenheit 
ihrer Determinante schloss ich, dass sich ihre Auflösung ohne Hülfe der 
Determinantentheorie in einfac her Weise ausführen lassen müsse. af, 

Herr Stahl hat seinen Untersuchungen ein gewisses System von 
20-+1 Uharakteristiken zu Grunde gelegt, dessen Eigenschaften er in einer 
späteren Arbeit (dieses Journal Bd. 88, 8. 275) genauer studirt hat, und 
auf welches Riemann (Prym, Zur Theorie der Funetionen in einer zwei- 


*) Während des Druckes dieser Arbeit erschien die Abhandlung des Herrn Nöther, 
Zur Theorie der Thetafunctionen von beliebig vielen Argumenten (Math. Ann. Bd. 16, 8. 270), 
in welcher die nämliche Untersuchung mit Hülfe der Determinantentheorie durchgeführ! 
worden ist. 
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blättrigen Fläche, Denkschriften der schweiz. naturforschenden Ges. Bd. 22) 


und Herr Weierstrass (Königsberger, dieses Journal Bd. 64. S. 20) in ihren 
Untersuchungen über die hyperelliptischen Funetionen gekommen waren. 
Die diesen Charakteristiken entsprechenden halben Perioden sind nämlich 
die Werthe der hyperelliptischen Integrale von einem Verzweigungspunkte 
bis zu den 20+1 übrigen. Dieses System von 20+1 Charakteristiken ist 
aber, wie die Untersuchung der speeiellen Fälle e=1. 2, 3, 4 gezeigt hat, 
ein specieller Fall eines Systems von 20+2 Charakteristiken, deren eine 
Null ist. Da durch die Zugrundelegung jenes Systems von 20+1 Charak- 
teristiken die Symmetrie der Darstellung beeinträchtigt wird, so habe ich 
auch ($. 5) die Untersuchung über solche Charakteristikensysteme von neuem 
aufgenommen. Die Eigenschaft, durch welche Herr Stahl das System der 
20+1 Charakteristiken definirt, nämlich dass zwischen je zwei derselben 
die Beziehung A, Bi=1 besteht (vergl. die Definitionen in $. 1). ist keine 
wesentliche Eigenschaft. Als wesentlich betrachte ich diejenigen FEigen- 
schaften der Systeme von Uharakteristiken, von denen die zwischen den 
Thetafunetionen bestehenden Relationen abhängen. Diese Relationen bleiben 
aber bestehen, wenn man auf die T’hetafunetionen eine Transformation erster 
Ordnung anwendet, und wenn man ihre Argumente um halbe Perioden. 
d. h. ihre Charakteristiken alle um eine bestimmte Charakteristik vermehrt. 
Damit ein System von Uharakteristiken A, A,, A. ... durch Transformation 
erster Ordnung in ein anderes System von Charakteristiken B, B,. B,. 
übergeführt werden könne, sind die folgenden Bedingungen nothwendig 
und hinreichend: 1) (A.)=(B.) (@a=0,1,2,...), 2) (AA,A,) = (BB,B;,) 
(«,#=1,2,3,...).. 3) Wenn die Summe einer geraden Anzahl der Charak- 
teristiken A, Null ist, so muss auch die Summe der entsprechenden Charak- 
teristiken B, verschwinden, und umgekehrt. — Damit aber eine Charakteristik 
C so bestimmt werden könne, dass A, A,. A,, ... durch Transformation erster 
Ordnung in CB, CB,, CB;,.... übergehen, sind ausser den Bedingungen 3) 
nur noch gewisse Uombinationen der Bedingungen 1) und 2) nothwendig 
und hinreichend, nämlich (A, A,, A;) = (B, B,, B;). Mit Hülfe dieser Sätze 
schliesst man aus den obigen Erörterungen, dass die zwischen mehreren 
Funetionen 9[A,] (u) bestehenden Relationen einzig und allein davon ab- 
hängen, welehe Werthe (+1) die Ausdrücke (A, A., A;) haben, und ob 
die Summe einer geraden Anzahl der Charakteristiken A, verschwindet 
oder nicht. Nur diese Eigenschaften eines Systems von Charakteristiken 
24* 
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sind daher als wesentliche zu betrachten. Auf die Beweise der hier ange- 
führten Sätze gedenke ich nächstens zurückzukommen. Ich glaubte sie 
aber zum besseren Verständniss der folgenden Untersuchungen schon hier 
anführen zu müssen. 


Ss. 1. 
Definitionen. 


Charakteristik heisst ein System von 2o ganzen Zahlen 


N A=-P*%- ”e], 
Lu, A; Pe Un 


die in zwei Zeilen und o Colonnen geordnet sind. Eine Charakteristik A 
heisst gerade oder ungerade, je nachdem der Ausdruck 

A = wm tmr+-+u,r, 
serade oder ungerade ist. Zwei Charakteristiken heissen gleich, wenn ihre 
entsprechenden Zahlen gleich, congruent, wenn dieselben mod. 2 congruent 
sind. Ueberhaupt ist bei allen im Folgenden benutzten Congruenzen, bei 
denen kein Modul angegeben ist, der Modul 2 zu ergänzen. Ist 

2) B=[”’"*] 
WW, +. Mo 

eine zweite Charakteristik, so heisst die Charakteristik 


Bee v.+V, ... 94 ’. ] 
uU, Mtu, .- Moto 
die Summe von A und B und wird mit AB= BA oder auch mit A+B be- 


zeiehnet *). >Metzt man 


> 


/ I, ' 
A as 4, v+ U; Vr de: u, Vo» 


b 
AA’... 


— b, A — b,A, 


so ist A, Al=0 und 
(3.) 1A, B = A\+!B +/AB D) 
(4.) IAB..., A'B'... = A,A’ +A,B'|+---+\B,A'\+\B, Bi+--, 
5.) |JABC...| = |Al+B +Ci+-+A,B+A,Ci+B,Ci+---. 
*) Die sämmtlichen mod. 2 verschiedenen Charakteristiken bilden eine primäre 


Gruppe vertauschbarer Elemente von der Ordnung 2’ und vom Range 2o, deren 
Elemente sämmtlich der Gleichung XX = O0 genügen. (vgl. dieses Journal Bd. 86, 5.217.) 
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Ist A oder B eongruent 


az wi 
e- # u. -: 


so ist [A,B]=V%. 
Setzt man endlich 

oo, )4B,C1=1B,C1+16,Al+14,Bl=|AB, AO 

(=|A|+|B|+|C|+\ABC| = |BC|+|CA|+|AB\, 
so Ist 

(1.) A,B,€C KA, Kb, KC\,, 

(8.) B,C, D|+C,D, A +\D,A,B +A,B, C ), 
Ferner ist 
AA Anl = ZIA,|+E|A,, Al = Z|A,|+ (A, Aul+14A, A,l+ Au, As), 
also 


9) (AA. Anl = ZA, |+8|A, A,A 


u4As', 
wo a, P alle Paare der Zahlen von 1 bis 24 durchlaufen. 

Mehrere Charakteristiken heissen unabhängig, wenn nicht die Summe 
irgend einer Anzahl derselben, wesentlich unabhängig, wenn nicht die Summe 
einer geraden Anzahl derselben eongruent O ist. Sind A, B, C,... wesent- 
lich unabhängig, so sind es auch KA, KB, KC,.... Bildet man aus mehreren 
Charakteristiken A, B, C, ... die Summen irgend einer Anzahl derselben, 
0, A, B,... AB, AC, ... ABC..., so heissen diese die Combinationen der 
segebenen Uharakteristiken, bildet man aber nur die Summen einer unge- 
raden Anzahl, so heissen diese ihre wesentlichen Combinationen. Fine 
wesentliche Combination von wesentlichen Combinationen ist auch eine 
wesentliche Combination der gegebenen Charakteristiken. Die Combinationen 
von 4 unabhängigen Charakteristiken sind 2° verschiedene Charakteristiken, 
die wesentlichen Combinationen von 4 wesentlich unabhängigen Charak- 
teristiken sind 2°" verschiedene Charakteristiken. Unter allen 2° Cha- 
rakteristiken befinden sich daher 20 unabhängige und 20+1 wesentlich 
unabhängige. Zwischen 2g+x% Uharakteristiken bestehen mindestens 2 Re- 
lationen. Zwischen mehreren wesentlich unabhängigen Charakteristiken 
ann höchstens eine Relation bestehen. Denn wären zwei Summen einer 
ungeraden Anzahl eongruent O, so wäre auch die Summe einer geraden 
Anzahl congruent ©. 

Sind für ein System von Charakteristiken A, A,, A;,... die Werthe 
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der Ausdrücke A, und AA,A, gegeben, so ist dadurch auch für jede 
wesentliche Combination P der Werth von |P| und für je drei wesentliche 
Gombinationen P, Q, R der Werth von |P,Q,R| bestimmt. Denn zunächst ist 


A, Au, Al = |A|+14,|+14,1+ 144,4}. 


Daraus ergiebt sich |P} mittelst der Formel (9.), und ebenso |Q', |R| und 
‚POR|, weil auch PQR eine wesentliche Combination von A, A,, As. ... 
ist. Alsdann ist |P,Q,R| = P|+Q0 + R +'POR. 

Die Fragen, welche sich auf die Anzahl der Charakteristiken be- 
ziehen, die gegebenen Bedingungen genügen, werde ich im Folgenden gleich- 
mässig nach einer allgemeinen Methode behandeln, zu deren Erläuterung 
ich hier einige bekannte Sätze ableiten will. 

l. Sind 


uU = Aston tt, (CE 


o (mod. 2) unabhängige lineare Formen der o Variabeln x,. %. ... z,, und 


0> 


sind €, €, ».. €, beliebige Zahlen, so haben die 0 Congruenzen u, = € 


2°”° verschiedene Lösungen. 


Ist p die Anzahl ihrer Lösungen, so ist 
29 = Z(1+(-DeH)(1+(-D)et%)...(1+6-1)°°), 


falls man jedem der Summationsbuchstaben &,, &, ... x, die. Werthe 0 
und 1 beilegt. Denn genügt ein Werthsystem nicht den sämmtlichen Con- 
sruenzen %,= C,, 80 ist das entsprechende Glied der Summe gleich 0. 
genügt es ihnen aber, gleich 2°. Führt man auf der rechten Seite die 
Multiplieation aus, so ist das erste Glied F1= 2°, irgend ein anderes aber 


=(-1)" ra +... +82 C, FE (— 1 ıt..4 u 1,7"” 4 a 17 


b 
falls man u ++, = a0 +" +a,z, setzt. Da u, %, ... %, (mod.2) un- 
abhängig sind, so sind a,, ... a, nicht sämmtlich gerade. Die letztere 
Summe ist aber gleich (F(—1)*")...(Z(—-1)'"*), und wenn a, ungerade ist. 
so ist 2(—1)”" =0. Mithin ist 2°p = 2%. 

Ich bediene mich im Folgenden der Bezeichnungen 


B 
(=D, =D, (,B)=(-D*M, (4,B,0)=(-1)**0. 


) 
Die Zahl e=(A), welehe +1 oder —1 ist, je nachdem A gerade oder un- 
gerade ist, nenne ich den Charakter von A. 
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Il. Durchläuft R alle Charakteristiken, so ist 
(10) Z(R)=2, Z(KR)=2*, 


2 


und falls A von O verschieden ist, 
(11) Z(A,R)=0, (0, R) = 2%. 
Falls nämlich jeder der Buchstaben w,., ... «,, 9%, ... v, die Werthe 
0 und 1 durchläuft, ist | | 


E(R) M h ER Sag 1 TrUgPg a (I(—1 Yall )- .(Z(—1 \"e”e) _ 2. 


Ist K eine gegebene Charakteristik, so durchläuft KR gleichzeitig mit AR 
alle Charakteristiken, nur in einer anderen Reihenfolge, und folglich ist 
Z(KR)= (iR) =2*°. Ferner ist (0, R)= 1 und mithin &\0, R) = 2". End- 
lich giebt es nach I. 2°”' Charakteristiken, für welche (A, R)=1, und ebenso 
viele, für welche (A, R)= —1 ist, und mithin ist I(A, R) =(, 

Ist pie) die Anzahl der Charakteristiken vom Charakter e, so ist 
D+Yy(-N)=2* und yıl)—gp(—1l) = Zeh) = 2°, folglich 

(12.) p(e) = 2° (2°+e). 

Sind &, &, ... &, gegebene Charaktere (d. h. gleich +1). und ist 

y die Anzahl der Lösungen der Congruenzen 
men. ei, ..: mE, m. Ä, A. 
so ist nach (11.) 
2rro= E(R, ARR....R,)(1+&(R,))(1+&(R,))...(1+e,(R,)). 


wo R,R,... R, unabhängig von einander alle Charakteristiken dureh- 
laufen. Oder es ist 
2P’o = Z&(R, A)[&(R, R)(1+e.,(R,))]...[£(R, R,)(1-+e,(R,)) 
R . R, ' u 
It R=0, so ist 
=(0, R)(1-+&(R,)) = 2°%+ &, 2° = 2°(2°+ 8). 


Der entsprechende Theil der Summe ist also 2%” (2%+&,)...(2%-+e,). Ist R 


i 


von O verschieden, so ist 


ZS(R,R)(1+2&(R,))=&(R)F(RR,) = &(R)2*. 


Rı 
Der entsprechende Theil der Summe ist also 2” &,&...e, multiplieirt mit 
=(R)(R, A), wo R alle Charakteristiken ausser O durchläuft, oder mit 
Z(Ry(R, AA)-1 = v-—|l, 
wo R alle Charakteristiken durchläuft. Ist » ungerade, so ist 
w= Z(R)(R, A) = (A) Z(AR) = (A)2*®. 
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Ist v gerade, so ist v= &(R, A). Demnach ist 
(13) 9 = 2r "TI E5)(2r+ 5)... (2 HE) +... (KW —1)], 


wo w= (A)2° ist, falls » ungerade, v=0, falls v gerade und A von O ver- 
schieden, w= 2%, falls » gerade und A=0 ist. In dieser Formel sind 
auch alle die Zerlegungen von A in v Charakteristiken mitgezählt, in denen 
mehrere der Charakteristiken X,. Ar, ... X, einander congruent sind, und 
es sind auch die als verschieden gezählt. in denen sich die Summanden 
nur durch die Reihenfolge unterscheiden: z. B. ist die Anzahl der Zer- 
legungen einer von O verschiedenen Charakteristik in zwei von den Cha- 
rakteren e und e' gleich 2°” (2°+2+'), also die Anzahl der Zerlegungen 
in eine gerade und eine ungerade gleich 2°", und die Anzahl der Zer- 
legungen in zwei vom Charakter & gleich 2°”°(2°”'+8)(= 4y). Auf einem 


b) 


ähnlichen Wege wie oben findet man die Anzahl der Zerlegungen einer 
geoebenen Charakteristik vom Charakter & in drei verschiedene von den 
Charakteren o, P, y gleich 
— Er terra + P+N)Ar+Eere Pfr) a—e—a AN) 
-16(@+ +7) 
oder wenn man ePy+a-+p+y=4d setzt, wo Öd eine ganze Zahl ist, gleich 
(2°— E)(22—E — aßy)(2e-!+ö)(2e"+Öö+E) 
+4e+P-+7) 
Jeder Charakteristik (1.) entspricht ein System simultaner halber 
Perioden 
u +3 Tr;, 2... gu, +3 ST,eVB, 
welches im Folgenden ebenfalls mit A bezeichnet wird, und eine Theta- 
funetion von oe Variabeln o,, ®», ... ®, 
9[A]Ke) = zer Fu.)Na+ IV.) + in Erug(na-+ 4Va)(na+ 393) 
Ist (2.) eine zweite Charakteristik, so ist 


9[ABB](e) = (Z)9[Ale). 


irı as in 

p) a a) Ic VYeta— 4 STupVa v3 
$[Al(e+B) € 3[AB](e), 
$[A](e+2B) = (A, B) gAÜRNEV Va ÄNSTeBVarrg (Ale). 


in | C] 


I[Al(e+C):4[B](e-+0) =e lalg [AC]\(e):e wisig [BC](e), 
TA] (e +20):$[B](e+2C) = (A, O)9[A](e):(B, C)I[B](e). 
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Für ein Produet von der Form IA](u)I[A](e)$[A](w) werde ich kurz 
$[A](w) (e) (w) schreiben. Am häufigsten wird dann im Folgenden die Formel 


$[A](u+C)(e+ C):3[B](u+C)(oe+C) = (G)9 [AC](u) (oe) 1 [BC] (u) (e) 


vebraucht werden. Ist $(e) irgend eine der 2° Funetionen 9|A](e). und 


a on ‚ ' ,‚o» i 
sind A, Ar, ... Ah, beliebige Grössen, so bezeichne ich X - Ah, mit 9 (e) 


An 
RR, | 
und & ar h,h, mit 9° (e). 


„Op, 


4 


$. 2. 
Göpelsche Systeme von Charakteristiken. 
Wir stellen uns die Aufgabe, ein System von Charakteristiken A, 
A, Az ... in der allgemeinsten Weise so zu bestimmen, dass zwischen je 
drei derselben die Relation 
(1.) A, A;, A 0 


besteht. Diese Bedingungen sind nicht unter einander unabhängige. Nach 


> 


Formel (8.), $.1 sind sie sämmtlich erfüllt. falls zwischen je zwei der 
vegebenen Charakteristiken die Bedingung A, A,, As = 0 besteht, oder 
wenn man 

2) AA =P 


also speciell P=0 setzt, zwischen je zwei der Charakteristiken P,. P;. 


& 9 


P;, ... die Bedingung 


(3.) P,Pı =D. 
\ r 
Nun ist aber die Congruenz 'P,P;P; = 0 eine Folge aus den Congruenzen 


P.P, =0 und P,P; =0. Sind daher unter den Charakteristiken P, 
etwa P,, P. ... P, unabhängig, und alle anderen Combinationen derselben, 
so braucht die Relation (3.) nur für alle Paare @, 5 der Zahlen von 1 
bis u zu bestehen. 

Sind P, P, ... P, irgend 4 unabhängige Charakteristiken, die paar- 
weise in der Beziehung (3.) zu einander stehen, so haben die A unab- 
hängigen linearen Congruenzen P,, X=0,... |P,X =0 zwischen 20 
Unbekannten 2°” Lösungen. Unter denselben befinden sich die 2’ Com- 
binationen der gegebenen A Charakteristiken. Mithin haben jene Congru- 
enzen 2°’ — 24 — 2°(2°e@-9 1) von P,, P,, ... P, unabhängige Lösungen. 
Diese Zahl ist positiv, wenn A<o ist, dagegen 0, wenn A=o ist. Die 
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oben mit « bezeichnete Zahl kann daher =o, aber nicht >o sein. Ist 
«=09, 80 heisst das System der o-+1 wesentlich unabhängigen Charak- 
teristiken A, A,, ... A, und ihrer wesentlichen Combinationen ein Göpel- 
sches System, und A, A,, ... A, heisst eine Basis dieses Systems. Um 
eine solche Basis zu finden, wähle man A beliebig, was auf 2° Arten 
möglich ist, alsdann A, von A (oder P, von O) verschieden, was auf 2°—| 
Arten möglich ist, alsdann für A, eine von A und A, verschiedene Lösung 
der Congruenz |A, A, Aa =0, was auf 2°"—2 Arten möglich ist, u. s. w. 
Allgemein kann man, nachdem A, A,, ... A, bestimmt sind, A,., auf 
2’(2°@9 _1) Arten wählen, also A, auf 2°°°— 2°” Arten. Sind dann A,... 
A 


O-tr 


a 22.8 A an wo 


ı 


4) ra 


gesetzt ist, die wesentlichen Combinationen jener Charakteristiken, so bilden 
A, A,, ... A,_, ein @öpelsches System. Man erhält dasselbe auch, inden 
man zu allen Combinationen von P,, P;,, ... P, die Charakteristik A 
hinzufügt. 

Ist umgekehrt ein Göpelsches System von r Charakteristiken A, 
A, ... A,_ı gegeben, so befinden sich unter ihnen, wie oben gezeigt, nicht 
mehr als o-+-1 wesentlich unabhängige, aber auch nicht weniger, weil die 
Anzahl der wesentlichen Combinationen von w-+1 solehen Charakteristiken 
gleich 2“ ist. Um in der allgemeinsten Weise eine Basis A, A,, ... 4 
des gegebenen Systems zu ermitteln, nehme man für A, A,, A, drei be- 
liebige Charakteristiken desselben, so dass A auf r, alsdann A, auf r—1. 
alsdann A, auf r—2 Arten gewählt werden kann. Alsdann kann (die 
Charakteristik A;, da sie von A, A, A, und AA,A, verschieden sein muss. 


auf r—4 Arten gewählt werden; u.s. w. Allgemein darf A,,, keine wesent- 
liche Combination der 4-+1 wesentlich unabhängigen Charakteristiken A, 
A, ... A, sein, kann also auf r—2’ = 2°(2?”—1) Arten gewählt werden. 


Aus diesen Erörterungen ergiebt sich, dass die Anzahl der Göpelschen 


Systeme gleich 
e(e-1) 
22 (220 —1)(222 121)... 1)2 ° 
(0-1) 
22(22—1) (22-1—1) (2221)... @--1)2 ? 
oder gleich 


(5.) 2° (22+1) (22 +1)...(2°+1)(2-+1) 


Ist. 
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st W Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung der Frage, was für Charaktere 
rak- W (die Charakteristiken eines Göpelschen Systems haben können. Seien A, 
pel- i Ay; +. A, 4+1 wesentlich unabhängige Charakteristiken eines solchen 
Um WE Systems. Sei AA,=P,, sei e=+1 ein gegebener Charakter und sei 
ten WB .v(e) die Anzahl der Charakteristiken A,,, = AX, welehe den Gleichungen 
1 


er De. DH an 


sung 
“ oenügen. Dann ist | 
Pe v(l)+w(—1) = 2° 
au WM und 
Ay W 2(w(l)-w(-1)) = Z(AR)(1+(P,, R))(1+(P,, R))...(1+(P;, R)), 


wo sich die Summe über alle Charakteristiken R erstreckt. Führt man 
auf der rechten Seite die Multiplieation aus, so erhält man lauter Glieder 
lden E° von der Form 
(dem Z(AR)(P,,R)..(P,,R) = (A)(AP....P,)Z(AP....P,R)=(A)(AP....P.)2*. 
kA Ferner ist 


(A) (AP....P,) = (A) (AP,)...(AP,) = (A) (A,)...(A,). 


Ä | A, also wenn z gerade ist, (A,)...(A,), und wenn z ungerade ist, (A)(A,)...(A, 

nicht in beiden Fällen das Product einer geraden Anzahl der Charaktere (A). 

| ” (Ay), «+». (A;). Die doppelte Summe aller Produete einer geraden Anzahl 

Fr dieser Charaktere ist aber gleich 

TR A+AM)(I+ (4)... (14+A))+ (A) (A)... (1-(4,)). 

Ki Dieser Ausdruck ist 2°*', wenn A, A,, ... A, alle denselben Charakter 
lie & haben, aber 0, wenn dies nicht der Fall ist. Ist also d=(A). falls A, 

Nuss, An ... A, alle denselben Charakter haben, und d = 0 im entgegengesetzten 

sent- # Falle, so ergiebt sich aus der obigen Deduction, dass 

nA, v(l)—w(-1) = 220° 

len. WE St Demnach ist ä al P- 

chen () Ye) = tt Helen, 


Durchläuft V alle wesentlichen Combinationen von A, A,. ... A;. 
und ist 2(e) die Anzahl derjenigen unter ihnen, deren Charakter gleich & 
ist, so ist g(1)—x(—1) = &(V). Nun ergiebt sich aber aus den Glei- 
chungen (1.), dass 

; (V) = (A, A,A,...) = (A.) (A) (Ay)... 
E ist, falls die Anzahl der Charakteristiken A,. As, A,, ... ungerade ist. 
= Mithin ist 


25* 
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22(V) = a Re nen 
und folglich z(1)—2(—1) = 2). Da ferner g(1)+x(—1) = 2° ist, so ist 
(8) ze) = 2’(1+ Ed). 

Bezeichnet man also mit p(e) = w(e)—y(e) die Anzahl der von A, A,, ... 
wesentlich unabhängigen Lösungen der Gleichungen (6.), so ist 

pl) = Meier ai 21, 
Haben also die gegebenen Charakteristiken nicht alle denselben Charakter 
so ist 

(9.) p(e) = 21(2°”+1)( 2e-*_1), 
also von e unabhängig und positiv, so lange A<Ze ist. Haben sie abeı 
alle denselben Charakter d(= +1), so ist 

(10) gl) = (ae IQ +IHe). 

So lange <Zo ist, ist dieser Ausdruck positiv, ausser wenn d=e=-| 
und A=e-—1 ist. Daraus folgt: 

Il. Die o+1 Charakteristiken der Basis eines Göpelschen Systems 
können nicht alle ungerade sein, sonst aber beliebige Charaktere haben. 

Ist A=o, so kann also Öd nieht —1 sein. Ist d=0, so ist z(e) = 2°", 
ist d=1, so ist „(1)=2%, g(—1)=0. Die Charakteristiken eines G@öpelschen 
Systems sind also entweder alle gerade. oder zur Hälfte gerade, zur Hälfte un- 
gerade, je nachdem die Charakteristiken der Basis alle gerade oder zum 
Theil ungerade sind. Im letzteren Falle kann man als Basis stets ein System 
von o geraden und einer ungeraden Charakteristik wählen. Denn sind 
As, ... A, 4 wesentlich unabhängige gerade Charakteristiken des Systems. 


so ist die Anzahl ihrer wesentlichen Combinationen. die nach (8.) sämmtliel: 


l 1 


gerade sind, gleich ‚ also < 2°", falls A<o ist. Es giebt daher in 
dem System noch gerade Charakteristiken, die von jenen wesentlich unab: 
hängig sind. Sind nun von den Charakteristiken der Basis eines Göpel 
schen Systems A, As, ... A, gerade und A ungerade, so sind die Summen 


0 
= 


einer ungeraden Anzahl der Charakteristiken A,, As, ... A, die 2°” geraden, 


und die Summen einer geraden Anzahl, vermehrt um A, die 2°”! ungeraden 


Charakteristiken des Systems *). 


*) Mit Hülfe des in der Einleitung erwähnten Satzes folgt daraus, dass dureh 
Transformation erster Ordnung nicht nur jedes Göpelsche System, dessen Char: or 
alle gerade sind, in jedes andere derselben Art (und zwar auf (22? — 122" — 1)...’ — 
Weisen), sondern auch jedes Göpelsche System, dessen Charakteristiken eils ne 
rade und theils ungerade sind, in jedes andere derselben Art (und zwar auf 
(2.1 1)(22—1)...(2°?—1)22? Weisen) transformirt werden kann. 
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Bilden A, A,, ... A,_, ein Göpelsches System und ist C eine be- 
liebige Charakteristik, so bilden nach Formel (7.) $.1 auch CA, CA,,... CA,_ 
ein @öpelsches System. Die Gesammtheit der Systeme, welche auf diese 


Weise aus einem erhalten werden, indem man für C alle Charakteristiken 
setzt, nenne ich einen Complex Göpelscher Systeme. Ist AA,=P,, so ist 
auch P, P,,.... P,_, ein System des Complexes. Die Charakteristiken 
desselben bilden eine Gruppe, d.h. die Summe von je zwei derselben ist 
wieder unter ihnen enthalten. Die Charakteristiken P,, P,P.. P,P...... P,P,_, 
unterscheiden sich daher von P, P, P,, ... P,_, nur dureh die Anordnung. 
Da diese Gruppe von der Ordnung r eine Untergruppe der aus allen 
Charakteristiken gebildeten Gruppe von der Ordnung r’ ist, so lassen sich 
nach dem Zagrangeschen Fundamentalsatze der Gruppentheorie (vergl. dieses 
y? 


Journal Bd. S6, 8. 224) Charakteristiken B, B,. ... B_, so be- 


stimmen, dass 
m u. urn Be, +. BP. @=0 L...r9-D 
die sämmtlichen 2°° Charakteristiken sind. Mithin ist die Anzahl der 
Göpelschen Systeme eines Complexes 2°, folglich nach (5.) die Anzahl 
ler Complexe 
(12.) (2°+1)(2°""+1)...(2°+1)(2+1), 

und jede Charakteristik kommt in einem und nur in einem Systeme eines 
Complexes vor. Da jede Gruppe die Charakteristik 0 enthalten muss, 
eu re PP RA, $ 


Uomplexes, dessen Charakteristiken eine Gruppe bilden. 


‚ das einzige System des oben betrachteten 


v— 


Seien &, &, ... &, gegebene Charaktere (d.h. gleich +1). Bilden 
A, A, ... A, eine Basis des betrachteten Göpelschen Systems, so sind 
oO 


(13.) PX), (P,A)=2, -:.: P,i)=e 


2° Lösungen. Dieselben werden aus einer unter ihnen erhalten, indem man 


P,, P,, .... P, unabhängig, und mithin haben die linearen CUongruenzen 


zu derselben die 2° Lösungen der go Congruenzen (P,,X)=1 hinzufügt. 
Diesen Congruenzen genügen aber die r Charakteristiken P, P,. ... P,_.. 
Daher werden die Gleichungen (13.) durch die sämmtlichen Charakteristiken 
eines bestimmten Systems des Complexes (11.) befriedigt, und folglich ist 
jedes System dieses Complexes durch o bestimmte Charaktere &. &. ... £, 
charakterisirt. Besonders bemerkenswerth ist das System, für welches 
,=(P,;) ist, dessen Charakteristiken also den Congruenzen P,,X = P, 
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genügen. Da diese mit (P,X) = (X) gleichbedeutend sind, so haben die 
Charakteristiken dieses Systems alle denselben Charakter, sind also nach 
Satz Il. sämmtlich gerade. Da es nicht mehr als ein den Gleichungen 
(P;, X) = (P;) genügendes System des Complexes giebt, so folgt daraus: 
Il. Unter den 2? Göpelschen Systemen eines Complexes giebt es eins, 
dessen Charakteristiken sämmtlich gerade sind, und 2?°—1, deren Charakteristiken 
zur Hälfte gerade und zur Hälfte ungerade sind. 
Die Anzahl der Göpelschen Systeme, die aus lauter geraden Cha- 
rakteristiken bestehen, ist demzufolge 
(14)  (2e+1)(2°"+1)...2°+1)(2+1), 
die Anzahl derjenigen, deren Charakteristiken zur Hälfte gerade und zur 
Hälfte ungerade sind, 
(15.) (22-1) (2°+1) (2° +1)...(2’+1)(2+1). 
Zwischen je zwei der Charakteristiken P, P,. ... P,_, besteht die 


(16.) ) 2) 


Die vierte Einheitswurzel Y(P,) die wir im Folgenden kurz mit YP, 


Beziehung 


bezeichnen und über die Vorzeichen dieser r Wurzeln die folgende Ver- 
fügung treffen. Sei YP=1, und mögen YP,,VP:;,... YP, beliebig gewählt 
werden, was auf r Weisen möglich ist. Sind «a, £, y, ... Zahlen von 1 
bis o, so sei dann 


VPoPzPy = VPYPVPy- (np Ip) 


> 


also z. B. 


PP, =WP. Plz )= — YP, YP,(, N): 


1=ypP=YP,P,=YP, YP,( e} 


YP,=VP,P,P;=VP, VP,VP,(;. Kr es 


Daraus folgt, dass allgemein, wenn «, 5 irgend zwei o Zahlen von 0 
bis r—1 bedeuten, 


(17)  VP,P, = VP,YP, 2) 


- . . N 

ist, also der zwischen den Vorzeichen der Wurzeln YP, festgesetzte Zu- 
sammenhang von der Wahl der Basis unabhängig ist. Denn ist P,=P,P..... 
P;,=P:P,..., W0 % 4, ..,, 5 7, ... Zahlen von 1 bis e sind, so ist 
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EI «VP, (pi) 26% KK Er) 


(Fe\, 
VP.VPa(p ) 


Für YP, werde ich auch YAA, schreiben. 








8. 3. 
Das Additionstheorem. 

Zwischen je 2°+1 Thetafunetionen zweiter Ordnung der Variabeln 
ıs U,» %,, Welche bei Vermehrung der Argumente um simultane halbe 
Perioden mit den nämlichen Exponentialfaetoren multiplieirt werden, besteht 
eine homogene lineare Gleichung. Ist also A, A,,... A,_, ein Göpelsches 
System und ist AA,=P,, so müssen sich Constanten e, e,, die nicht 
siämmtlich Null sind, so bestimmen lassen, dass 


(e.) ca Allute)(u—e) = Zc,I9| AP, (u+b)(u—b) 


ist. Setzt man a=a-+P,, so erhält man zur Bestimmung der Constanten 
die Relation 


' | „ (Pe\gr TR 
(P) eILAP;,|ka+v)(a-e) = Ze,\ p )ITLA P,P;|(a+b)(a—b). 


(£ 


Multiplieirt man mit YP, und summirt nach 5 von O0 bis r—1, so findet man 
P; 
2 YP;$[AP;]|(a+e)(a—ev) = &c,( 5’ )VP;$[AP,P;](a +b)(a—b). 


A Doppelsumme auf der rechten Seite führe ich für % einen neuen 
Summationsbuchstaben y ein, indem ich P,=P,P, setze. Durchläuft dann 
für einen bestimmten Werth von « der Buchstabe % die Zahlen von 0 bis 
r—1, so durchläuft 7 dieselben Zahlen, nur in einer anderen Reihenfolge. 
Dureh diese Substitution geht daher jene Doppelsumme nach (17.), 8. 2 
iiber in 

P.P 
21” : > P,3[AP,](a+b)(a—b) 


= 


=3 = Cu P) YP.VP,$[AP,](a+b)(a—b) 


- (2 ei (ZVP, 3[AP,](a+b)(a—b)). 
@& } 


Der Ausdruck ZYP,$[AP,] (eb) ist für unbestimmte Werthe der 
Argumente a, b von Null verschieden. Denn setzt man atb=z, a—b=y, 
und giebt den Variabeln y solche Werthe, dass die r Funetionen $[AP,](y) 
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nicht sämmtlich verschwinden, so ist ZYP,9[AP,](x)(y) nicht für beliebige 
Werthe der Veränderlichen z gleich Null, weil zwischen den Thetafunetionen 
keine linearen Relationen bestehen®). Man kann daher durch jenen Aus- 
druck dividiren und erhält so 
a; P3&[AP;](a-+v)\ a—r) 
u" ZyP,$[AP,](a+b)(a—b) 
Daraus ergiebt sich, da die Verhältnisse der Grössen ce, von a unabhängig 
sind, die Relation **) 
ZYAA,I[A,)(u+e)(u—e))(ZVAA, IA, (a+b)(a— b)) 
— (EYAA,$[A,)|(u+b) («—b))(ZYAA,$[A,)(a+e)(a-e)). 
Multiplieirt man die Gleichung (y.) mit YP,, so hat auf der linken 
Seite ce, den Coeffieienten 1. Die so erhaltene Gleichung stellt, weil man 
den Wurzeln YP,,... ‚> beliebige Vorzeichen geben kann, r verschiedene 
(rleicehungen dar. Zählt man dieselben zusammen, so erhält auf der linken 


(1.) 


Seite ec, den Üoefficienten r, dagegen c, den Coeffieienten SE: ‚ wo sich 
YP 
der Summationsbuchstabe \ auf die verschiedenen Vorzeichen bezieht. 


die man den Wurzeln beilegen kann. Dieser Ausdruck ist aber gleich 


N j P,P;=0, weil jede Wurzel (ausser YP= 1) ebenso oft das po- 


P.P; 

P; 
sitive wie das negative Vorzeichen erhält. Man erhält demnach 

v0, = eQyP, ZVErSTAr)le+oXe-e) 
SyP,»[AP,](a+b)(a—b) 
Daher ist e von Null verschieden, weil sonst «die Coeffieienten e, sämmtlich 
Null wären. Setzt man den für ec, gefundenen Ausdruck in («.) ein. so 
findet man ***) 
2:37 A](u+e)(a— ev) 
-N SYVAA,VAAzFLA,)(u+b)(u—b)F[A;](a+r)(a—r) | 
= AA, #[A,](a+b)(a—b) 





) Ist nämlich Ir, |R|(u) = 0, so ergiebt sich durch Vermehrung von « um 25 
Zhr(R,S)I|R\(u)=0 oder Lh,(AR,S)#|R|(u) = 0; 
durch Summation über alle Charakteristiken S folgt daraus k,2 4 A|(u)=0, also k, = 
**) Durch Transformation zweiter Ordnung geht dieselbe in eine Identität von 
der Form (g(u)w(o)) (g (a)w(b)) = GOMOITONTG )) über. 
*) Da jedes Glied der Summe |) von a und b unabhängig ist, so kann maı 


diesen Argumenten auch in den verschiedenen Gliedern jener Summe verschiedene 
Werthe beilegen. 
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Vermehrt man x um P,, so erhält man 


‘ / P 
5 . N « / 5 x 
9A T . N \ =) £ } Pa\ P, ) A Pr P (u -b)(u- b | 1;| (d- ®) G- v) 
Yı „u B) U —d = | 
% ZyP,»|A,]|(a+b)(a— b 
Ersetzt man rechts P, durch P,P,, so ergiebt sich 


| 2: 3[A,]|(u+e) (u—v) 
(3.) \ | ZYAA-VAAzE|A,|(u+b)(u—b)F[As)(a+v)(a—v) 
== N r | . . 
| yAA, Pa AA,» A, (a+b)(a- b 
In der Relation (1.) 
zyP,) P;3[A,.|(u+e)(u—v)I$[| A; (a+b)(a—b 


= ZYP,VYP,3[A.)(u+b)(u—b)I[A;(a+e)(a—v 
voebe man den Wurzeln alle möglichen Werthe und zähle die r so er- 


Ey 

haltenen Gleiehungen zusammen. Da NSYP,YP ‚= r(P,) oder 0 ist, je 
nachdem « und 5 gleich oder verschieden sind, so findet man so 

1  % Or t ! / 

Z(AA)IIA, (u+o\(u—e)\ia+b)\(a—b 
(4.) | \ 

(= Z(AA)$[A,)(u+b)(u -b)\(a+e)(a—e). 
Die Charakteristiken B, B,, ... B,_, mögen dieselbe Bedeutung haben. wie 
in $.2 (11.), so dass A,B,;, also auch AA,B, = P,B, alle r? Charak- 
teristiken darstellt. Vermehrt man « und b um B,;, so erhält man 


= (P.B;)9[A,B;](u+v)(u— ev) (a+b)(a—b) 


= S(P,)\(P,, B;)9[A,](u+b) (u—b)(a+v)(a—). 


/ 


Da (P,,P)=1 ist, so ist &(P,,P,)=r und mithin 


(2 
a 


r<(F,B)=<(P,,P.)(P,B)==&(P,,P.B)==ı 0), 


Ü,D 
I 


wo R alle Charakteristiken durchläuft. Diese Summe aber ist r? oder 0, 


Je nachdem = 0 oder von O0 verschieden ist. Summirt man daher in der 


obigen Gleichung nach £ von 0 bis r—1, so findet man 


r3[Al(u+b)(u—b)(a+v)(a— ev) 
= <S(P,B,)$[AP,B;](u+e)(ua—v)\(a+b)(a—b) 





u,p 
oder 
(9) 229 [Aa+b)(u—b)\(a+v)(a—v) = F(AR)I[R\(u+o)(u—v)(a+b)(a—b), 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 3. 26 
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wo R alle Charakteristiken durchläuft. Durch Vertauschung von a mit b 


ergiebt sich daraus 


23T Alla+ a)la — a)\(b-+e)(b—e) = Z(AR)(R)I[Rlu-+e)a—v)\(a+b)\a—b), 
Je nachdem man diese beiden Gleichungen addirt oder subtrahirt, heben 
sich auf der rechten Seite alle Glieder, in denen R ungerade oder gerade 
ist. Man erhält also 


(b.) 


‚. 2" Al(a+a)(w—a) e+b)(e—b)+Eed[ A] (u+b)(ua—b)\(oe+a)(w—a) 
) —= >&(A,R,)$[R,)\(u+o)(u—e)(a+b)(a—b), 


wo R, alle Charakteristiken vom Charakter e(= +1) durchläuft *). 


Die Relationen (1.) bis (6.) lassen sich durch Einführung neuer Va- 
riabeln und dureh Speeialisirung auf andere Formen bringen. Die wich- 
tigsten Substitutionen sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt: 





u+® u—v a+b a-b u+b u-b d+® a-v 





I  u+v+w | u-v | a+b+w | a-b urb+w u-b A+B®-+W d—v 
WIE+Y+S WIE Y-3 | W-IC+Y-3 Wr Y+2 
’ > > = ‘) ”. u 


— _ - 


I w x y 


III U+D ut D-+m | N+D-+D u | ) w 





IV uwıw u v w uU4® uw | 04 v 
Die so erhaltenen Formeln kann man weiter verallgemeinern, indem 
man jede der darin vorkommenden Variabeln um eine halbe Periode ver- 
‘mehrt. Macht man z. B. in der Formel (2.) die Substitution III. und ver- 
mehrt dann vo um P, und w um P,, so ergiebt sich 


| 23[A,]|(u+o)I[A,](u+ w) 


P. P, 
+ ., 2.55 


(d.)‘ \ avPR, Pzi FA, (W)R[A,P,P; \(ute+w)®| A;zP,\(w)#[A;P;]|(w) 
% 


P,„P, 


zyP,i  ?r '8[A,]8[A,P,P;](o-+w) 
Setzt man in den Formeln (1.), &., (#4) und 5.) a=b=V0, so er- 
hält man | 
\(ZYAA.F[A)(FVAA,ITA,]| (u + v) (u — v)) 


(8.) | 
(= (ZYAA.I TA. u)) (FVAA,CA)F TA] O)), 


*) Für o= 1 ist die Formel (4.) mit der identisch, welebe Jacobi (dieses Journal 
Bd. 32, S. 177) der Herleitung der Additionstheoreme zu Grunde gelegt hat. Herr 
Weierstrass (in seinen Vorlesungen) und die Herren Briot und Bouquet gehen für o = | 
von der Formel (6.) aus. 
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9) ZA, A)PTA]ITAu+e) (ae) = EA, A)FTA]WFTA,]e) 


a d) 


1 SyAA VYAAZ(A,) UT A, |) | A; |(e) 


10.) 29[A,\(uate)(u—e) = IN | | 
| | YAA4, SyAA,S[A, 
(11) 23[AlW)ITAlle) = FA, SI[SII[S])(u+e) (u). 


wo S alle geraden Charakteristiken durchläuft. 


Setzt man in (3.). (d.) und (6.) a=e=0 (und b=e), so findet man 


l SYAA,VYAA; F 1,\(u e)(u—rv)d 1 
AA, EYAA,(A,)Ö°[A,](e) 
2#[A]9ITA])(u+e)(a—e) = FZ(AR)ITR)\(uW)I [Re 

2 (FTA)ITA u +e ae) +E A) FA U) TA) (e 
= SA, R FIR) [R ı(®). 


Alle diese Formen kann man weiter specialisiren, indem man «= ev setzt *). 


(12.) 2°9[A,](a) = N 
(13.) 


(14.) 


$. 4. 
Folgerungen aus dem Additionstheorem. 
Ist 5 eine beliebige Charakteristik, und vermehrt man in der Formel 
(10), 8.3 (für z=0) e um AB, so erhält man 


— —/ B «\/P N | | 
YP.YP; (2 9 AP, WTB P3\(e) 
AP: 


P\ B P; / 
XP, 9°|AP. 


‘ 


(1) 293[B](a+e)(u—e) = N 


Für e=0 folgt daraus, dass sich die Quadrate aller 2’° T’hetafunetionen 
durch die Quadrate der 2° Funetionen I[A,](«) linear ausdrücken lassen, 
Ferner zeigt die Auflösung der Gleichungen (?.), $. 3, dass zwischen den 
r Funetionen 9[A,)(a)(a+w) keine lineare Relation existirt, deren Üoef- 
fieienten von a unabhängig sind, und daraus ergiebt sich leicht, dass 
zwischen den r Funetionen $[A,)(w), falls ihre Periodieitätsmoduln nicht 
besonderen Bedingungen genügen, quadratische Gleichungen nicht existiren. 
-1 ist, 
Bei der Herleitung derselben setze ich der Einfachheit halber 
voraus, dass die Charakteristiken A, A,, ... A,_, sämmtlich gerade sind, 
und will daher den Buchstaben A überall durch @ ersetzen. 


Dagegen bestehen zwischen denselben, falls o 
lationen. 


biquadratische he- 


Seien G, @, @" drei beliebige der r Charakteristiken @, @,.... @,_, 


*) Durch die Formel (11.) wird dann z.B. für o=2 die Tabelle ersetzt, welche 
Herr Rohn, Math. Ann. Bd. 15, S. 336 gegeben hat. 


26 * 








204 Frobenius, das Additionstheorem der Thetafunctionen mehrerer Variabeln. 


und sei @" = G@@", also 


(2.) G G G" @" PER >H. 








Setzt man GG ,=P,, 609 =P®, so bilden P=0, P', P", P" eine 
Untergruppe vierter Ordnung der Gruppe rter Ordnung P, P,, ... P 
Mithin kann man 


r—1' 


y 
u, 
Uharakteristiken dieser Gruppe P, ei ... P._, so bestimmen, dass die Summen 
P»P,, z=(, 1,2,3; i=0,1,... s—l) 
alle r Charakteristiken jener Gruppe darstellen, also @“P, die r Charak- 
teristiken @, @,, ... @, ,. Macht man in der Formel (4.), $. 3 die Sub- 
stitution I und setzt dann a=b=(, so erhält man 
=Z(P,)$[@P,] (0) (w) (ao) (u+o+w) = Z(P,)I[GP,)(u) (utw)(e)(e+w). 

Setzt man hier e=P', e=u+P", so werden auf der rechten Seite je vier 
Glieder einander gleich, und es ergiebt sich 


Rn) SIEH IHR RW), 


so] 
Setzt man ferner in der Formel apns $.3 a=e, so findet man 
( (2 'D Fi A P. 5 
2°I[@ 9 P,]ı (0) (2) en N YPa |@ |(u)) 
Pop, ZyP,9|GP,) 


Dureh Combination dieser beiden Formeln erhält man 





2. 
2er? P3 nr nm vi [@' P,] («)) 
(3 | 4 4 zZ | 
I < 1 (2 P.9|GP.|(w))’ 
- 8! 1 9[G®P,) | | | 
? Cr f DE YP®P, [a P,| ) SyP,#|GP,)) 


wo sich @ von OÖ bis r—1, 4 von O0 bis s-1, z von O0 bis 3 bewegt. 

Ist z.B. o=2 und 6, @,, @, @, irgend ein Göpelsches System von 
> y . . . N 
vier geraden Charakteristiken, so ist 


”|G,|(2u) an F|G,|(w) 


| ai E 
(4) 2 Be 96. ' 





ven - | 3 1 (£ZYP,9#IG 
5)  4IIG,\(O) Zu) = N - —- 
| [eo > YP,  ZYP.9lG,) 


\ 1 S P,9° Ty z FG I,| 
(b.) N(z —— 8 | r In 16, Iw)) — 16/7 1@ IOE 
YP,9"|@,| &yP,9°|@,| F|G,| 
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Setzt man”) für 


Au F- 
+ 
en I P,3|G,|(w) m 2,0 
(d.) R at a 
Ip. FG, = Dr Zur Br 3 


wo YP, eine beliebige der beiden Quadratwurzeln aus YP,, und IP, ı P, 


beliebige der Wurzeln aus IR und (P;) sind, so ist folglich 


| | 4 \ (wtex’+ ey’+ 882”) ‚weyz3z 
a Mn =)7 var wer 
w, (wi, ter, tEey,tee%,) WX,Yo 30 


wo sich die Summe über die Werthe +1 der Buchstaben & und e erstreckt. 
ur Gleichung kann man, wie Herr Borchardt gezeigt hat, auf 


die Gestalt”) bringen 
| 0 + ex’ ey’ 02? \° rrwwter,.teyyteez,a 
ET ee BR 
> WW, TEL, TEY, Teer, vw, rTeL,Tey,rEeer, 


oder in Determinantenform 


wo a y 2 ww LE YıyY 33 | © Wu 3 
zw, 3 % LE WW 33 YıY | mW MY 
(10.) N a DENT WE 
Y, 2, W, YoY 33 Wr DE || Yı u Wu € 
3, Yu Cu Wi 3,3 YıyY ut WW | 3, Yu Lu W 


Es ist also 

11.) (S SyP,9°[G,]\(u)\ ı6 P EyYP,&[G,](0)(u) 

| SyP,9° [@,| ZyP, F|G,| 
wo sich das Produet über die verschiedenen Werthe der Quadratwurzeln 
YP, erstreckt. Dass jeder Factor dieses Productes das Quadrat einer ein- 
deutigen Funetion ist, erkennt man, indem man in der Formel (8.) $. 3 
«=» setzt. Durch Combination beider Formeln erhält man die Relation 


| ı EYP,9°[G,|(2 EyP,8|G, 
a) 8 at. (eu) - 4P ) (Wu), 
SYyP,9G,| SyP,9|G, 





Ich gehe nun zu Relationen zwischen den Ableitungen der 'T'heta- 
funetionen über. Differentiirt man die Formel (2.). $.5 zwei Mal nach ® 
und setzt dann e=0 (und b=V0), so findet man 


= Diese allgemeinen Formeln ersetzen die von Herrn Borchardt, dieses Journal 
Bd. 83, S. 240 angegebene Tabelle. 

#) Ersetzt man in Formel (4.) r durch 27 und erhebt dann beide Seiten ins 
Gen so wird sie mit (9.) identisch. 






















(14.) 
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2 (IA) (u) 9" TA) — 9 [A] (u) 9 [A] (u) 
(13.) $ \ ZYAA,.VAASD| A, (u) (F|A;](a)9" | A;\(a)— 9 | A;)(a)9" | A;](a)) 
. 2] AA,®” | A,|(a) 
In der Formel (2.), $. 3 mache man die Substitution I., setze damn 
v=P, und vermehre « und b um AB, wo B eine beliebige Charakteristik 
ist. Do erhält man 


| Rn 3 b\(u—e)9[BP,\(u+e) 


] 


&y Pay Ps 
= N 


y' eh Par P, „AB AP. \u— b)F|AP.P,(u+b)$| AP3(a—v)B| APsP,\(a-- 


rel Pat PN. a 
zyP, | p.\ a BP, (a—b)3| BP,P,|(a+b) 


\ 


wo zur Abkürzung 


\r. 
gesetzt worden ist. Ueber die in dieser Formel auftretenden Summen be- 
merke ich Folgendes: Setzt man 


> 


p(e) = zVP, V r F[AP;|(a—e)9|AP,P,](a+e). 
so ist 
p(-e) = = 21, YE 3[AP,P,\(a—e)9[AP,](a+e), 


oder wenn man P,=P.P, setzt, 


A } r 
p(—e) = (2 JVP.i* | “zip, yr p $[AP,](a—e)$[AP,P,](a+e), E, 


also | 
| WM | 
9-0) = (, )YPi go). 
Die Funetion p(e) ist demnach gerade oder ungerade, je nachdem 
/ AN .r,! ME , AN .P, 
‚P,= (2); oder YP,= -(z)i 
ist. >Netzt man ferner 
w(b) = zVP, y P, P(Pr)9[BP,](a— b)$[BP,P,](a+b), 


so findet man in Po nämlichen Weise, dass 


P, / Fa un 
v(—b) = ( /)(B, PAVP,i "*w(b) 








viog 








(17, 


ini gehn in tn re 
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ist. Differentiirt man nun die Formel (14.) nach e und setzt dann e=(), 
so wird auf der linken Seite 
3[B](u—e)9$[BP,)(u+e) durch #[B](aw)9[BP,(w)—9[B](w)9|BP,]| 
und auf der rechten Seite 
+[AP;])(a—e)3[AP;,P,](a+e) 
durch 
3 [AP,](a)9 [AP,P,\(a)— I [AP;](a)9[AP,P,]|(a) 
ersetzt. Den Eigenschaften der Funetion g(v) zufolge verschwindet in der 
a 
so erhaltenen Formel die Hälfte der Glieder der Summe N und es bleiben 
nur die Glieder übrig, in denen 
e . A 

15) PR, = -(,)i" 
ist. Für diese Glieder ist also 

w(—b) = — (AB, P,)w(b). 
Ich mache nun die Voraussetzung, dass die Charakteristik B der Bedingung 
(AB, P,)) = —1 oder 

(16) (4, A,B = —1 
Genüge leistet. Dann erhält man, falls man in der eben angedeuteten 
Formel b=0 setzt, die Relation 


ABP, ‘ en ) ne 
| 2 ( Pe )(9[B] )F[BP,w)—9[B](wW)9[BP,)(w) 


/P, /p 


SYPPsY ) PCAB,POSAKWSA, 





KW Asa) ASP ]Ca)— | Asa)91 AP, Ca 


-N & 
| Pr VE (ih 3° |BP,|(a) 


wo sich die Summe N nur über die \r Glieder erstreckt, für welche die 
Bedingung (15.) erfüllt ist. Jedes Glied dieser Summe ist für sich von «a 
unabhängig. 

Durch wiederholte Differentiation nach e findet man in ähnlicher 
Weise die von Göpel, dieses Journal Bd. 35, S. 298 erwähnte Darstellung 
des Ausdrucks X0" Y—n 0X 0" "Y+m O’X 0" "Y—n,0’X0"”Y-+--- als Funce- 
tion zweiten Grades der r Grössen F[A,] (w). 
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$. 9. 
Fundamentalsysteme von Charakteristiken. 
Damit zwischen je drei der Charakteristiken A, A,. A.. ... die Relation 


E' IA,, A,, A 1 


A,, Ag, A, 
bestehe, ist nach Formel (8.), $. 1 nothwendig und hinreichend, dass zwischen 
je zwei derselben die Beziehung |A, A,, A;! = 1 oder, falls man 

2. AH =Sm, 
setzt, die Beziehung 
3. IB, Bl =1 


besteht. Ist C eine beliebige Charakteristik, so haben nach (7.). $.1 CA, 
CA, CA, ... die nämliche Eigenschaft und speciell für C= A die Charak- 
teristiken 0, B. B.. .... 

l. Wenn zwischen je drei Charakteristiken eines Systems die Beziehung 
1.) besteht, so ist die Summe einer geraden Anzahl derselben von O ver- 
schieden, ausser etwa, wenn das System aus einer geraden Anzahl von 
Charakteristiken besteht, die Summe aller. 


Denn es ist 


AA Ay Adleilie.. BB. Bl slB, Bir Hi, Boll 


und folglich kann AA,...As,;_, nicht gleich O sein. Als Folgerung ergiebt 
sich daraus, dass die Charakteristiken eines solchen Systems alle von ein- 
ander verschieden sind. 

ll. Wenn zwischen je zwei von u Charakteristiken die Relation >. 
besteht, so sind sie, falls u gerade ist, unabhängig; falls aber u ungerade ist. 
sind sie entweder unabhängig, oder ihre Summe ist Null, während je u—] 
von ihnen unabhängig sind, 

Denn zwischen je drei der Charakteristiken 0, B,..... B, besteht 
die Relation (1.),. und die Summe einer ungeraden Anzahl der Charak- 
teristiken B,, B,, ... B, ist die Summe einer geraden Anzahl der Charak- 
teristiken O0, B,. ... B,, unter denen sich O befindet. 

Ill. Wenn zwischen je drei Charakteristiken eines Systems die be- 
ziehung |1.) besteht, und ihre Anzahl ungerade ist, so besteht zwischen ihrer 
Summe und je zwei der gegebenen Charakteristiken die nämliche Beziehung. 

Denn ist A,,., = AA,...As,;, 80 Ist 
B....B,; und |B,, B.,..ı|=!B,, B|+-+|B. B.\+ + |B,, Ba! = 








N 


g 


IM 
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Besteht zwischen je drei der Charakteristiken A, A,, ... A, die 
Relation (1.), so sind AA,, ... AA,_, nach ll. unabhängig, und folglich 
muss, da es nur 2o unabhängige Charakteristiken giebt, u—1 20 sein. 


Ein System von 20-2 Charakteristiken A, A, ... Ay... zwischen denen die 
Relationen (1.) bestehen, heisst ein Fundamentalsystem. Da zwischen 20+1 Cha- 
rakteristiken mindestens eine Relation besteht, so können AA,, ... AA,,,: 
nicht unabhängig sein. Mithin muss nach Satz II. ihre Summe O0 sein. 

IV. Die Summe der 209-+2 Charakteristiken eines Fundamentalsystems 
ist congruent O. 

Da zwischen 20+2 Charakteristiken mindestens zwei Relationen be- 
stehen, und da die Summe einer geraden Anzahl der Charakteristiken A,, 
ausser der Summe aller, von O verschieden ist, so muss es eine Relation 
von der Form AA,... A, = 0 geben. Dann ist auch Ay, ,,Ayu12..- Ay... = ©. 
Eine andere Summe einer ungeraden Anzahl kann aber nicht auch noch 
verschwinden, weil sonst auch die Summe einer geraden Anzahl Null wäre. 
Unter je 20+1 der 20+2 Uharakteristiken eines Fundamentalsystems be- 
finden sich daher 20 unabhängige, und je 20—+1 solche Charakteristiken 
sind wesentlich unabhängig. 

Unter Berücksichtigung der Sätze II. und III. kann man die Charak- 
teristiken eines Fundamentalsystems successive ermitteln. Man wähle A 
beliebig, was auf 2° Arten möglich ist, alsdann A, von A verschieden. 
was auf 2°—1 Arten möglich ist. Setzt man AA,=B,, so kann man für 


B, irgend eine der 2°" Lösungen der Congruenz !B,Xl=1 wählen. 
Dann muss 5, den beiden Congruenzen |B,X|=1 und |B.X|=1 ge- 


nügen, welche, da nach Satz Il. zwischen B, und B, keine Relation besteht, 
unabhängig sind, also 2°” Lösungen haben. Eine derselben ist B,B.. 
Diese ist, falls e>1 ist, auszuschliessen, und mithin sind für B, 2°” —1 


Werthe zulässig, Dann sind nach Satz Il. B,, B,, B, unabhängig, und 
folglich haben die Congruenzen |B,Xl=1, |B,X =1, |B. X =] 





2° Lösungen, deren jede für B, gewählt werden kann. Dann kann 
man für B, jede der 2° Lösungen der vier unabhängigen Congruenzen 
B,Xl=1, -.. |B,X|=1 nehmen, mit Ausnahme von B,B,B,B,, falls 
oe>2 ist, u.s. w. Daraus folgt zunächst: 

V. Wenn zwischen je drei von u Charakteristiken die Beziehung 
|4A,B,C|=1 besteht, und wenn ihre Summe, falls u gerade ist, nicht ver- 
schwindet, so können sie zu einem Fundamentalsysteme ergänzt werden. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 3. 27 
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Ferner ergiebt sich, dass die Anzahl der Fundamentalsysteme 


Die (2° NEAR MEER N)... 22 N)2 


1.2.3.4.. nn 





oder gleich 

4) ge AR-NART—N)...(2’-1)2ee 

1.2.3...20+2 

ist. Durch 20—1 seiner Charakteristiken ist ein Fundamentalsystem vollständie 
bestimmt. 20—2 durch die Relationen (1.) verknüpfte Charakteristiken, deren 
Summe nicht verschwindet, können auf zwei Arten zu einem Fundamental- 
system ergänzt werden, 20—3 auf sechs Arten. Zwei Fundamentalsysteme, 
die 20—3 Charakteristiken gemeinsam haben, haben stets noch eine (20—2)te 
Charakteristik gemeinsam. 20+2—4 durch die Relationen (1.) verbundene 
Charakteristiken, deren Summe, falls 4 gerade ist, nicht verschwindet. 
können auf 
-. 1.2. —1)2°(2'—1)...(@4-1— 9) 
1.2.3.4.9...4 
Arten zu einem Fundamentalsystem ergänzt werden, wo d=0 oder 1 ist. 
je nachdem A gerade oder ungerade ist. Ist z.B. A=0, so können B.. 
Br, ... Ba4ı auf 


DATA)... Ne 
1.2.3...20-+1 





Arten so gewählt werden, dass zwischen je zweien die Relation \3.) besteht. 

Wie man aus einem Fundamentalsysteme alle übrigen ableiten kann, 
erkennt man durch folgende Betrachtung: Bilden A, A,, ... Ar,yı ein 
Fundamentalsystem, und bezeichnet man mit FA eine Summe von u ver- 


schiedenen dieser 20+2 Uharakteristiken, so kann jede Charakteristik und 
zwar auf vier Arten in der Form 8A dargestellt werden, wo u=0, 1, ... 20+2 


u. MM AA=B, (e=1%... 20-+1), so kann jede Charakteristik auf zwei 
Arten auf die Form FB gebracht werden, wo u=(,1,... 20+1 ist. In 


u 


einer der beiden Darstellungen kommt B, vor, in der anderen nicht. Mithin 

kann jede Lösung der Congruenzen |B, X]=1,|B,X|=1,...|B,X]=1in 

der Form X= 3 b=B,B,B,... vorausgesetzt werden, wo keiner der Indices 
[Fi 


@,,Y,... gleich 1 ist. Da |B,B,B,;B,..|=|B,B,+lB,B;|+IB,B,|+- =u 
ist, so muss «a ungerade sein. Da IB. B, B,....|= B,, B,|+1B,, B;\+ 


oder «u ist, je nachdem einer der Indices «, %, %, ... gleich 2 ist oder 





u 
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nicht, so ergiebt sich weiter, dass keiner der Indices e, , y. ... gleich 2 


oder 3, u.s. w. oder 4 sein darf. Mithin sind die wesentlichen Combinationen 
der Charakteristiken B;,,, B;.2, ... B;,;,, die sämmtlichen Lösungen jeneı 
Congruenzen. Für A,,, kann man also jede wesentliche Combination von 
Ayyız Arr25 +. Ar, wählen, ausser der Summe aller, wenn 4 gerade ist. 
Daraus leitet man leicht den folgenden Satz ab. 

VI Sind A, B, C, D vier Charakteristiken eines Fundamentalsystems, 
ist S ihre Summe, und ersetzt man diese vier durch SA, SB, SC, SD, 
während man die übrigen unverändert lässt, so erhält man wieder ein Funda- 
mentalsystem. Durch wiederholte Anwendung dieser Operation erhält man aus 
einem Fundamentalsystem alle anderen. 

Will man auf diesem Wege ein gegebenes Fundamentalsystem in 
ein bestimmtes anderes überführen, so braucht man nur mit den Charak- 
teristiken zu operiren, welche nicht gleichzeitig in beiden Systemen vor- 
kommen. Sind allgemeiner A, As, ... As, irgend 24 Charakteristiken eines 
Fundamentalsystems, ist S ihre Summe, und ersetzt man diese 24 durch 
SA,, SA, ... SA,,, während man die übrigen unverändert lässt, so erhält 
man wieder ein Fundamentalsystem. (Ist in dem alten System K und 
in dem neuen K’ die Summe aller ungeraden Charakteristiken, so ist 
K=K+(-1)S.) 

Befinden sich unter den 24+1 Charakteristiken A, A, ... A 
Fundamentalsystems z ungerade und z’ gerade, so ist nach Formel '9.), $. 1 


eines 


h 


21(24 —1) 


|AA,...A2 | => A +24, rw As > 5% - 


Ad 2 
also weil +7’ = 24 +1 ist. 
\ w— +1 
et. Allee = 
Befinden sich unter den 20+2 Charakteristiken A, A,. ... A,,., v ungerade, 


und ist X ihre Summe (oder die Summe der 20+2—r geraden), so ist 
KAA,...A, eine Summe von »+4+1 Charakteristiken, also falls 7 = r ist. 
die Summe einer ungeraden Anzahl verschiedener Charakteristiken. Be- 
finden sich unter A, A, ... A, z ungerade und z gerade Charakteristiken, 
so ist KAA,...A, einer Summe von v—z ungeraden und z’ geraden Uharak- 
teristiken A, congruent, und folglich ist 

+ _ v0 


IKAA....Al= > =; 
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Um diese Forme! 





benutzen zu können, muss man den Rest von v» (mod. 4 
kennen. Die Anzahl aller Charakteristiken ist 2°, die Anzahl der wesent- 
liehen Combinationen der gegebenen 20+2 Charakteristiken 2.2”. Da 
sich unter ihnen keine Charakteristik öfter als zwei Mal findet, so lässt 
sich jede Charakteristik auf zwei Arten als wesentliche Combination der 
Charakteristiken A, darstellen. Durchläuft also V alle diese Combina- 
tionen, so ist Z(V)= 2°", Ist V= AA,...A,,, 80 ist, wie oben gezeigt. 
V)=(A)(A,)...(As,)(—1)” und mithin ist 

iv) = (14iA)) HA). ArElAdr)) (1A) (1-8(A,).. (1-iA:,41)) 


ee; 


BE (1—i v (IH (1+:) 1.4120 r2-r7 zer gem tl (14+ (1), 


\ 





also 2 = i”"(14+(—1)°”) und folglich 





6.) v=o0 mod. +). 
Demnach ist 


7) KAA... A =, Ge) 


Durehläuft « nur diejenigen der Zahlen ©, 1,.... 20+2, welche eongruent 
o+1 sind, so stellt FA und ebenso K+2°A jede Charakteristik zwei Mal 
u uU 


dar. Behält man von diesen Formen nur die Hälfte bei. so stellen die 
Ausdrücke 
K+2A, K+2A, K+234A4, 


0—5 0) 


die 


Gap ea a 


= 2271(2? —]) 
ungeraden, und die Ausdrücke 


K+ZA, K+Z2A, K+ZA, ..., 


0—3 0—7 


(falls man von der ersten Art die Hälfte weglässt) die 


20+2 \ 20+?\ /?2o+?2 on 
l N N Los a eri/ 
( o1 )+( er ie ’r 2°'(2°+1) 


geraden Charakteristiken dar. 

Die Charakteristik A lässt sich durch ein System von 2e unab- 
hängigen Congruenzen definiren. Ist oe gerade, so haben die Charak- 
teristiken KA, alle denselben Charakter, also ist KA, = KA oder 


8) |, AA|=1l4l+l4|;, e=0), (=12 ... M). 








nt 


al 
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A 


Ist aber o ungerade, so haben die Charakteristiken KA, 
alle denselben Charakter, also ist 


[04 


(a < 20+]1) 


20+1 


(9.) K,Ä,AA\=|AA, +1, (e=D). (e=1,2,... 20) 


Da die 20 Charakteristiken AA, unabhängig sind, so giebt es nicht mehr 
als eine diesen Bedingungen genügende Charakteristik K, und diese muss 
daher der Summe aller ungeraden Charakteristiken des gegebenen Funda- 
mentalsystems congruent sein. 

Ist € eine beliebige Charakteristik, so bilden nach Formel (7.), $. 1 
CA, CA, ... CA:,,;, ebenfalls ein Fundamentalsystem, und zwar ein von 
A, Ay, ... A: verschiedenes, falls C von O — und oe >1 ist. 
Denn wäre CA=A, (also CA, =A), CA =A,;,, so wäre AA, AA, = 0. 
Die 2° Fundamentalsysteme, welche man aus einem erhält, indem man zu 
seinen Elementen der Reihe nach alle 2° Charakteristiken C addirt, nenne 
ich einen Complex von Fundamentalsystemen. Nach (4.) ist die Anzahl 
dieser Complexe gleich 
2 —1)(2?*7?—1)...(2°—1)2°? 
10) - ask 


Aus den Congruenzen (8.) folgt 


CK, CACA,| = |CA)+ CA, 
und aus den Congruenzen (9.) 
K, Di CA & e CA CA, + 1 . 


Die Summe aller ungeraden Charakteristiken des Fundamentalsystems CA, 
CA,, ... CA2,;4ı ist daher, falls og gerade ist, gleich CK, und falls o un- 
gerade ist, gleich K. 

Durchläuft » nur diejenigen der Zahlen 0, 1, ... 20+2, welche der 
Congruenz v = g (mod. 4) genügen, so stellt der Ausdruck K+2A, wie sich 
mittelst der Gleichung | 

GAR EICHE GARDE Een Gar 
leicht ergiebt, jede Charakteristik und jede nur einmal dar. Ist 
Ce = KAA...A,-, 
und v»= eo (mod.4), so ist nach Formel (7.) 
cA=1l (a=(0, 1l,...v-1), ICA=0, (P=»v, v+l,... 2e+1). 


Unter den 2g-+2 Charakteristiken CA, sind also genau » ungerade ent- 
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halten. Ist also v irgend eine Zahl, die <20+2 und =e (mod. 4) ist, 
‚./ 20o+2 2 i 
so kann man C auf ( . ) Arten so wählen, dass sich unter den 20+2 


Charakteristiken CA, genau » ungerade befinden. Die Anzahl der Funda- 
mentalsysteme, welche » ungerade und 22+2—rv gerade Charakteristiken 
enthalten, wird daher gefunden, indem man die Anzahl (10.) der Complexe 


.,f 2o+?2 re 
mit ( Ar ) multiplieirt. 


Vi. In jedem Fundamentalsysteme ist die Anzahl der ungeraden Cha- 
rakteristiken v = og (mod.4). Genügt v (— 20+2) dieser Bedingung, so 
giebt es 
as) EDEN... Nie 

1.2.3...v.1.2.3...208 +2 —v 
Fundamentalsysteme, welche genau v ungerade Charakteristiken enthalten * ), 


und in jedem Complexe von Fundamentalsystemen befinden sich FR; solche 
Systeme. 

Speciell kann man, falls og gerade ist, C, und zwar nur auf eine 
Weise (nämlich C=K), so wählen, dass die 202+2 Charakteristiken CA, 
alle gerade oder alle ungerade sind, je nachdem oe = 0 oder 2 (mod.4) ist, 
und falls oe ungerade ist, C auf 20+2 Arten so wählen, dass unter den 
Charakteristiken CA, 20+1 gerade oder 20+1 ungerade sind, je nachdem 
oe=1 oder 3 (mod.4) ist. 

Bei der oben auseinandergesetzten Construction eines Fundamental- 
systems sind die einzelnen Charakteristiken suecessive ermittelt worden, 
ohne dass dabei ihr Charakter berücksichtigt worden ist. Zur Ergänzung 
jener Deduetion dient die folgende Untersuchung: 

Seien A, A,, ... A,;_, 4 durch die Relationen (1.) verbundene Cha- 
rakteristiken, deren Summe, falls A gerade ist, nicht verschwindet; sei 


*) Betrachtet man zwei Fundamentalsysteme, deren jedes genau » ungerade Cha- 
rakteristiken enthält, auch dann als verschieden, wenn sie sich nur durch die Anord- 
nung der » ungeraden und der 22+2—rv geraden Charakteristiken unterscheiden, so 
ist die Anzahl der verschiedenen Systeme dieser Art 


(12) (2?°—1)(2#7?—1)...(2°—1)28. 
Dass diese Zahl von v» unabhängig sein muss, ist leicht a priori einzusehen. Denn 
da durch Transformation erster Ordnung ein Fundamentalsystem mit v ungeraden Cha- 
rakteristiken in jedes andere derselben Art, und zwar nur auf eine Weise, übergeführt 
werden kann, so muss die Zahl (12.) gleich der Anzahl der (mod. 2) verschiedenen 
Transformationen erster Ordnung sein. 
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AA,=B., € ein gegebener Charakter und g(e) die Anzahl der Charak- 
teristiken A, = AN, welche den Gleichungen 

B,, X) =-1l, (AX)=e., (ae=1 2... 4—l) 
genügen. Dann ist 


gil)+y(—1) = 2 
und 


2’"(p(l)—y(-1)) = Z(AR)(1-(B,, R))(1—-(B,, R))...(1-(B,_,.R)), 
wo R alle Charakteristiken durchläuft. Führt man die Multiplication aus, 
so ist irgend ein Glied des Produetes 
(-1)’&(AR)(B,, R)(B,, R)--- = (—1)’(A)(AB,B;...)Z(AB,B,... R) 
= (-1)°(A)(AB,B,...)2 
wo 5 die Anzahl der Charakteristiken B,, B,, ... bezeichnet. Nun ist 
aber vermöge der Relationen (1.) 


(-V)’(A)(AB,Bz...) = (-1) ° (A)’(A,)(A;3)... 
also wenn $ gerade ist, (—1)°(A,)(A,).. 
s+1 
(—1) ° (A)(A,)(A;).:-, 
in beiden Fällen das Produet einer geraden Anzahl (27) der Charaktere 
(A), (A,), ».. (A;_,), multiplieirt mit (—1)”. Die doppelte Summe aller 
dieser Produete ist aber 


.„ wenn & ungerade ist, 


22(—-1)”(A,)(A,)... 
= (1+i(A))(1+:(4,))...(1+.(4;,))+ l—i(A))l—-6(A,))...(1-8(A;_,)). 
Sind unter den Charakteristiken A, A,, ... A;-ı # ungerade und A—x 
gerade, so ist diese Zahl gleich 
1-i” 14H + 141-0” = IV HN). 
Folglich ist 


p(1)-y(—1) = A1-1) (+) 
und mithin *) 


*) Diese Formel umfasst einen grossen Theil der Resultate, welche die Herren 
Weber und Nöther für 93 und 4 entwiekelt haben. Man kann sie auch finden, indem 


man A, A, .... A;-ı in irgend einer bestimmten Art zu einem vollständigen Systeme 
Bis Bis > Aro+ı ergänzt. Die Lösungen der Gleichungen (A, A,, X) = ) 
(@=0,1.... A—1) sind dann die wesentlichen Combinationen der Oharakteristiken 
A;, Aryı. »-. Adg+ı, und man kann mittelst der Formel («.) abzählen, wieviele der- 


selben gerade oder ungerade sind. Beschwerlicher ist eine dritte Methode, welche sich 
auf die 'simultane Reduction der linearen Formen |B,, X und der bilinearen Form |AX| 
stützt. Dieselbe ist in analogen Fragen von Herrn Camille Jordan angewendet worden. 
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(13.) (ed) = 2er edle +”). 
Ist A=2u und <— u ungerade, so ist 
pe) = 2er, 


Ist A= 2u und z—u gerade, so ist 
ru 


p(e) = 2er (2er e(—1) ? ), 
Für A=0 ist diese Zahl zu halbiren. Ist A=2u+1, so ist 
p(eE) u de (2eu tel) “ }, 
In diesem Falle ist (AA....A,_,) = (-1)*“. Istalso e= (—1)*%, so genügt 
X = A,...A,_, den obigen Gleichungen. Diese Lösung ist aber, falls 
,»<20-+1 ist, auszuschliessen, und folglich ist die Anzahl der für A, 
zulässigen Werthe nur 





(alr-u+) (= ur u +1) 
py()—l = (2?*—(—]1) ; ) (2 +(—]) ö ). 

Die Zahl Y(e) ist im Allgemeinen positiv. Indem man die Fälle 
durehgeht, wo sie verschwindet, findet man, dass die successive Ermittelung 
der Charakteristiken eines Fundamentalsystems bei vorgeschriebenen Cha- 
rakteren stets und nur dann möglich ist, wenn die Anzahl » der ungeraden 





Charakteristiken die Bedingung (6.) befriedigt. 


$. 6. 
Das Additionstheorem. 

Gegeben sei ein Fundamentalsystem von 20+2 Charakteristiken 
A, Ai, --: Aus, Bi, Ba, ..: Bo, H, H,,... H. Si P=0, P,=AB, 
(v=1,2,..0-53), 

A) = 2, 
und P,_2, P,-1, +.» P,_ı die Combinationen dieser g—3 Uharakteristiken. 
Dann sind P, P,,... P,_, verschieden und bilden eine Gruppe. Ferner ist 
P,P.|=|AB,, %B.|=|4A,B,, A‚4%|+A,B,A,B| = (0, 
also auch 
IP,P.P| = |P.,Pıı\+P,P|=0, 


und mithin besteht zwischen je zwei der r Charakteristiken P, die Beziehung 


2) IP,Pl=0, EI! 
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In der nämlichen Weise ergiebt sich, dass |H,H,,P.\=0 oder 
(3) IH,P. = IH, P.! 


ist. Die Zahl (H;,,P,) ist also von A unabhängig und wird daher im 


Folgenden mit (H, P,) bezeichnet werden. Das Zeichen YP, definire ich in 
ähnlicher Weise, wie in $. 2, wähle also YP=1,YP., ... jz28 willkürlich, 
was auf 2°” =r Arten möglich ist, und die übrigen Vorzeichen so, dass 
für alle Paare «©, $ der Zahlen von O bis r—1 

(4) VPrP, = VP,YP,(7? 

| «af; arfa\p 
ist. Sei ferner K die Summe aller ungeraden Charakteristiken des ge- 
gebenen Fundamentalsystems und 

5.) @= KA,A4....A,-: 

Dann ist GP, =KB,A,...A,,, @P,PR,=KB,B,A,...A,,, u 8 w., und 
mithin sind die Charakteristiken GP, sämmtlich Summen von e—3 Charak- 
teristiken des Fundamentalsystems, vermehrt um X, also nach (7.), $. 5 alle 
gerade. Folglich ist auch @P,H,H, = GP, gerade, dagegen ist @P,H;,H,, 
falls A von w verschieden ist, eine Summe von o—1 Charakteristiken des 





Fundamentalsystems, vermehrt um K, also ungerade. 
Nunmehr ergiebt sich, wie in $. 3, dass sich 2°+1 von x unabhängige 
= > at 
Grössen a und db, («e=0,1,..r—1; 4=0,1,...7), die nieht sämmtlich 
verschwinden, so bestimmen lassen, dass 


as[@)(u—e)\(ute+w) = 6,9 GH,P,\(u) (u+w) 


ist. Setzt man u=H,P,;, so erhält man zur Bestimmung der Constanten 
die Gleichungen 
H \ u Y \ H, P rn E 
al,“ )$[@H,P;](e)(e+w) = Eb.(6, H,)( 7 \)II@P,P;](0) (w). 
3 Er a 4 a a” e 
3 
Setzt man 
bu = (6,4) 
ie = a, HE) p ) Was 
so ist folglich 
i H, ; 
(ea) ayla)(u—e)(ute+w) = Fa, (G, H)(% )IIEH, P,\(u)(u+ w). 
A, @ 
wo für einen bestimmten Werth von A die Verhältnisse der r+1 Üoeffieienten 
a, a,, den r homogenen linearen Gleichungen 
H | -P; 
ap )IL@H;P;](e)(e +) = Za.\p )IIGP, P;](0) (w) 
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genügen“). Multiplieirt man mit YP, und summirt nach ? von 0 bis r—1. 
so erhält man, wie in $. 3, 


ni | ENG | 
j z( pP)" P,9[GH,P;\(e)(o+w) = 3a, ( pJVP»9[@P.P;](0) (w) 


= (2,7 E- -(EVP, $[GP,] (0) (w)), 


also 
x, /P58|6H; P3](o)( et 


57 FIG P,|(0)(@) 


Aus dieser Formel wollen wir BG eine Folgerung ziehen. Vermehrt 
man in der Gleichung («.) « um P,, so erhält man 


as |[GP,|(u—e) (utre+w) = Fa;.(@, H,) Ar a P, )ITEH, P,P,|(u) (u+w). 


7.,& 


Multiplieirt man mit YP, und mit 
£ 
(H,P)=(H,P)=(% le } 
und summirt nach z von O0 bis r—1, so findet man 


az (H, P,)YP,9 GP, (u-ve)(u+o+w) 


= Ea,(6, Hipp Kr )VP, $[GH,P,P,\(u)(u+w). 


UHR 
Ersetzt man auf der rechten Seite dieser Gleichung /, durch P,P, (vgl. 
$. 3), so geht dieselbe über in 


Za,.(G, H,) =; (PVP, YP,9[GH,P,] (u) (u+w) 


/ 


= x£(6, H;) [= on Ilz es? 9[GH,P,] (u) (u+w)]. 


Y %s da) > 4 > / . 
Setzt man für & r den Werth aus Gleichung (?.) ein, so findet man 
Fa 


\ [= (H, P,)YP,$[@P,]\(u-e)(u+o-+w) 1[FVP, 3[G@P;](0)(w)] 


(ame YP,9{GH,P.](u) (u+w Ilr@ VP;9[GH,P;](e) (o-+w) | 


*) Herr Stahl bemerkt (dieses Journal Bd. 88, S. 127), dass in dem System der 
Gleichungen für die Grössen d,. der Coeffieient von b,„ in der #*" und der von bj; 
in der «'" Gleichung bis auf das Vorzeichen einander gleich sind. Durch die obige 
Substitution der Grössen a,. für die Grössen b;. ist das betrefiende Gleichungssystem 
nach Formel (2.) in ein symmetrisches verwandelt worden. 
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Aus der Gleichung (/.) ergiebt sich ferner in ähnlicher Weise wie in $. 3 


zZ 
== aSYyP, 


H; > .6 Y > 1 
p,)VPs9ICH, Pz)(e)(v+ w) 
P5 YP,3[GP,](0)@) 
Y 





* | » ” * rv * 
wo sich der Summationsbuchstabe N auf die r verschiedenen Vorzeichen 


bezieht, die man den Wurzeln YP,, ... je beilegen kann. Demnach 
erhält man | 
2" 9[G])(u—eo)(ute+tw, 








(7.) 2 (6 Hi pr, )YPay Pg9[GH; PluCut®) IT) 
r N“ En zıP, sIeP dw) 
Vermehrt man x um P,, so findet man, wie in $. 3 
2° (H, P,))$[G@P,](u—e)(u+oe+w) 
8.) | _g 5 (G, m, P; 2,)} Pay P; 3[6 H; P,] (u)(u + w)9[G H; P3](v)(e + w) 
YP, ZSYyP,3[@P,|(0)Ww) 


Multiplieirt man auf beiden Seiten mit (P,)$[G@P,](0)(w) und sum- 
mirt nach z von OÖ bis r—1, so hebt sich in jedem Gliede der Summe N 
der Nenner ZYP,9[G@P,](0)(w) gegen den hinzugekommenen Factor des 
Zählers. Da ferner NYP,YP,=0 ist, falls @ von ? verschieden ist, da- 
vegen NYP,VP, —r(P,) ist, so erhält man die Gleichung 


\ B: H, .i (P, 3[G P,| () wow Au —m u 5 r + 


(9.) 


= I- <(G, H,)(P,) 3[GH, Pi. u) u+w)(e)(e+w). 


Die drei Gleichungen (6.), (8.) und (9.) sind wesentlich identisch, aus jeder 
derselben kann man leicht die beiden anderen ableiten. Ersetzt man ® 
und @ durch —e und e+w, so nimmt die Relation (9.) die Gestalt an 

Bi | =(H, P,)(P.)$|@P,)(O)(e+w)(w+u)(u+te 

AR = = (H,P)9LG@H,P, (u e)w)uto+w). 

a 
Ist z.B. füroe=4 A, B, H, H,, ... H, ein Fundamentalsystem, und 

ist X die Summe der ungeraden Charakteristiken desselben, so ist 
11) cd 3 [KA] (0) (e-+e) (w+u) (u+e)—(AB)$| KB](VO)\o+w) (w+w)(u+e 
En = = (AH,)3[KB,;]\w) e)\(w)(a+e+w)+(BH,)9[KABH,\(u)e)\w)u+o+w 
28* 


% 
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oder wenn man jedes der drei Argumente , vo, w um A vermehrt, 
| (A)Y [KA] (0) (o+w) (w+a) (u+e)—(B)$ [KB] (O)(o+w)(w+u)(u+o 
j |=£(H)[(A)ILKAH; Ku)e)(w)(ato+w)—(B)I[KBH;,\(u)(o)(w)(ute+w)]. 
Die Charakteristiken KA, KB, KH, sind gerade, die Charakteristiken 
KABH, ungerade. Setzt man daher in (11.) oe=0 und B=H,, so erhält man 
3[KA](O)(a)(o)(ute) = S,(AH,)Y[KH,](0) (a) (o)(u+e), 
oder anders ausgedrückt: | 
Bilden @, @,, ... @, ein Fundamentalsystem von zehn geraden Charak- 


(12. 


teristiken, so ist 
(13.) zuL6, G,)3[@,](0)(u)(o)(u+te) = 0. 

Hier ist, falls 4 von 0 verschieden ist, [@, @] = (6, @;), dagegen 
[(G6,@0)=—1, d.h. es ist [@,, @,][@,, @,][@., @;] = —1, auch wenn «, /, y 
nicht alle verschieden sind. 

Setzt man o=(, so findet man 


(14) Z2[6, 6]9[6,](0)(u) = 0. 
Setzt man aber o=H = GG,...G,, so erhält man (Nöther, 1. ec. S. 290) 
15) (7 )9[6K0)W)ITAG]O) KW = 0. 


Denn HG, ist gerade, falls A=0, 1, ... 5, und ungerade, falls 4 = 6, 7, 8, 9. 

In dieser Formel sind G@, @,, ... @, irgend sechs gerade Charak- 
teristiken, deren je drei eine ungerade Summe haben, und deren Summe / 
von O0 verschieden ist. 

Ausser dem hier behandelten Systeme von Charakteristiken giebt 
es noch zwei andere, für welche sich ähnliche Formeln entwickeln lassen. 
Bei dem einen ist, falls A,, ... A,.., Bi, ... B,_., H,H,,H,,L, M, N ein 
Fundamentalsystem bilden, @= KLMNA....A,., H,= HH,H,, P,= A,B,, 
bei dem andern, falls A,, ... A,_1, Bi, ... B,_,, H, H,, L, M ein Funda- 
mentalsystem bilden, @= KLMA....A,_., P,= A,B, zu setzen. Die 
Formeln (6.) bis (10.) gelten für das erste System, falls sich A von O bis 5, 
o, 5 von VO bis 2°”—1 bewegen, für das zweite System, falls sich 4 von 


0 bis 1, «, 3 von O bis 2°7'—1 bewegen. 


Zürich, Februar 1880. 
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Zur Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels 
aus vier Elementen. 


(Von Herrn @. Hettner in Göttingen.) 


Das arithmetisch - geometrische Mittel aus vier Elementen, dessen 
Theorie Herr Borchardt*) aufgestellt hat, wird durch den folgenden Al- 
gorithmus definirt: 


Es seien a, b, c, e vier reelle positive, nach ihrer Grösse in ab- 
steigender heihe geordnete Elemente, welche der Ungleichung 


ae— be —> 0 
genügen. Bildet man aus denselben durch den Algorithmus 


r = a+b+cHe, 


N 2b, = Vab-+Yce, 

(1.) \ 
er —= Jac-+Ybe, 
2e, = Vae-+Ybe, 


in welchem alle Quadratwurzeln mit positivem Zeichen zu nehmen sind. vier 
Grössen a,, d,, €,, €, aus diesen durch den nämlichen Algorithmus wiederum 
vier Grössen @&, b,, G, &, U. 8. f., so nähern**) sich mit wachsendem » die 
vier Grössen a,, b,, c,, e, der nämlichen Grenze g, welche das arithmetisch- 
geometrische Mittel aus den vier Elementen a, b, e, e genannt wird. 


n 9 n > 


Die Grenze g lässt sich durch complete hyperelliptische Integrale des 
hanges o=2 ausdrücken. Setzt man nämlich für positive Werthe der Wurzeln 


*) Monatsberichte der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, No- 
vember 1876, pag. 611 und folg., und Februar 1877; Abhandlungen der Königl. Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin 1878, pag. 33 und folg. In vorliegender Arbeit 
sollen die ersteren kurz mit „Monatsberichte“, die letzteren mit „Abhandlungen“ 
eitirt werden. 


*#*) Monatsberichte 1876, pag. 613; Abhandlungen pag. 41. 
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a= a+b+c-+He, 
\; —= a+b—-c-e, 
a—b-+c-—e, 

e = a—b—cH+e, 
2b’ = Yab+Yee, 25" = Yab- Ver, 
(3) 320 = Yac+Ybe, 20" = Vac— Vbe, 
2e' = Vae+Ybe, 2e” = Yae — Vbr, 


\ 





| A = (abceb' ce b" c' e"\i, 
u Tat u u ee 
d u " j I A 
| R(&) = (2-0) (2 —a,)(C—-0)(C—-0;)T, 


so genügt das arithmetisch-geometrische Mittel g der Gleichung *) 


a / de’ f in 

ER J VR(z)R (a) 
Die durch die Relationen (2.) und (3.) eingeführten Hülfsgrössen, sowie 
die durch (4.) definirten Uonstanten @,, &, %, eo, sind in Folge der ange- 
nommenen Ungleichung sämmtlieh positiv. Bezeichnen 2w,,, 20... 20,,, 2@,, 
die vier reellen Perioden der Integrale erster Gattung, welche aus dem 
durch die Gleichung = R(z) definirten algebraischen Gebilde des Ranges 
o=2 hervorgehen, ist demnach 


i dx yi dx f dx £ xdx 
= e , = ; ın= ie a - r 
4 YR(x) 5 Yk(«) 7 YRke) +  yYKR(«) 


so wird die rechte Seite der Gleichung (5.) die Determinante 
020; 0, 0 

Um diesen Ausdruck des arithmetisch-geometrischen Mittels durch die vier 
reellen eompleten hyperelliptischen Integrale erster Gattung abzuleiten. 
bringt Herr Borchardt mit den Elementen a, b, ce, e vier Veränderliche 
x, y, 3, w und mit den transformirten Elementen a,, b,, c,. e, vier Veränder- 
liche z,, Yı, 3, @, in Verbindung, so dass zwischen denselben die Relationen 

a,w, = w+r+y’+32°, 

4yb,a, = 2wx-+ 2yz, 

4ye, yı = 2wy +2xz, 

Ave, zı = 2ws + 2xy 


*) Monatsberichte 1876, pag. 617 u. 618, und Februar 1877. 
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bestehen. Indem man den Algorithmus (1.) umkehrt, also «a,, b,, c,, e, als 
gegeben betrachtet, erhält man aus den Gleichungen (1.) ausser dem System 
a, b, ec, e noch ein anderes System a*, b*, c*, e*, für welches jedoch die Un- 
gleichung a*e*—b*c* 0 nicht besteht. Bedeutet & die aus den Variabeln x, y, 
z, w und den Constanten Ya, Yb, Ve, Ye gebildete homogene biquadratische 
Göpelsche Function, sind &*, resp. 2, die entsprechenden Ausdrücke in x, y, 
z, w und Ya*, Vb*, Ve*, Ve*, resp. IN 2, 9, 2, w, und Ya,, Vb,, Ve,, Ve. 
so ergiebt sich die wichtige Beziehung 
Da p = PA*: 

wenn daher x, y, z, w die Gleichung ?=0 befriedigen, so genügen x, yı, 31, @, 
der Gleichung 2, = 0. Indem sodann alle Werthsysteme —, 7, , resp. 


vo’ ww’ w 
—_, A, ‚ welche die Gleichungen $=0, resp. ?,=0 identisch er- 
füllen, durch Je zwei unabhängige Veränderliche ausgedrückt werden, zeigt 
sich mit Hülfe eines Jacobischen Satzes über die Transformation von Diffe- 
rentialausdrücken, dass der Werth des Doppelintegrales in der Gleichung (5.) 
ungeändert bleibt, wenn man an die Stelle von a, b, e, e resp. a,, b,, c, e; 
einführt. Damit ist aber die Gleichung (5.) bewiesen; denn wird der Al- 
sorithmus in unbegrenzter Wiederholung auf das Doppelintegral angewendet, 
so bleibt der Werth desselben unverändert und bei dem Uebergang zur 
Grenze erhält man das Integral einer algebraischen Funetion vom Range 
2 

o=(, dessen Werth ä ist. 

In der vorliegenden Arbeit wird auf einem von dem vorhergehenden 
verschiedenen Wege bewiesen, dass, wenn die Grössen «,, &, &%, «, aus 
den Gleichungen 


‚ ach’ ‚cce ‚ac'"e! ‚bee 
n=0—-. =l- , b=0 . =) . 
‘6. a 4 d i 2 ‚ A 
| / " L 
| A = (abceb'c eb" ce"): 


und Pu, Pi, Pr, Ps aus den analogen Gleichungen 


‚acb c,c'e ‚ac’e ‚bee 
A)=0- ı. B, =0- But Bu ß, = 0 —ı . A, = 0 Aut ud - 
[ 6*,) 4, d, j d, | J, 
/ EI 12: A mE 
| Ad, = (abc, e,b,cıe,bı cı eı )* 


bestimmt werden, in denen d eine willkürliche positive Grösse bedeutet * 


*) In den Monatsberichten 1376, pag. 618 hat Herr Borchardt die Constante ö= | 
gesetzt. 
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und b,, €, ... e, in derselben Weise von a,, b,, €,, e, abhängen, wie b’, c', 
von a, b, c, e, die ENG 


ß: ß: - 
y de’ f "de aan A - SW /° dr ro} y) 


R(x) = (0-0), \0-0,\2-,)e, R ‚(y) = ern y-Pı)ly-Pe)ly—P3)Y 
besteht, dass also die Determinante ®,@, —w,,@» bei dem Uebergang von 
den ursprünglichen Elementen a, b, c, e zu den transformirten Elementen 
a,, bi, €, e, Ihrem Werthe nach ungeändert bleibt. 

Bei einer Transformation zweiten Grades geht jedes der beiden lineaı 
unabhängigen hyperelliptischen Integrale erster Gattung in die Summe 
zweier hyperelliptischen Integrale erster Gattung über. Es bestehen die 
beiden Gleichungen 


x dx v1+A,y v1+A,y 

RE a FEW EN an 

Kr YR(@) / YR,(y) er 7 YRy) ” 
x dx v1+A,y vi1+A,y 

= af TE ay+c, "dp, 
S inc I Tan te] no 


in welchen die oberen Grenzen y, y’ der transformirten Integrale Wurzeln 
einer quadratischen Gleichung sind, deren Coefficienten rational von der 
oberen Grenze x des gegebenen Integrales abhängen. Die Verhältnisse 
der Constanten Pu Pu Pr, Ps In den transformirten Integralen sind bestimmte 
algebraische Funetionen der Constanten &,, &, &, & des gegebenen Integrales. 





Fe 
=] 
- 

rt 


























(8.) 








Die Gleichung (8.) wird zunächst auf algebraischem Wege abgeleitet, indem 
für die Variable x neue Veränderliche durch rationale gebrochene Sub- 
stitutionen ersten und zweiten Grades eingeführt werden ($$. 1—4), wie 
dies in analoger Weise von Richelot*) ausgeführt worden ist. Darauf wird 
gezeigt ($. 5), dass die algebraischen Relationen zwischen den Constanten 
& &, &, 0; und Au Pi Pa, 95 identisch erfüllt werden, wenn man für die Ver- 
hältnisse der Grössen &,, &, &, &% TESP. Au Au Pr, Ps die sich aus (6.), resp. 
(6*.), dafür ergebenden Werthe substituirt. Durch Einführung der bestimmten 
Integrationsgrenzen 0 und &,, resp. &, und «,, auf der linken Seite ver- 
schwindet das eine Integral auf der rechten Seite, während das andere sich von 
0 bis ?, resp. von 9, bis /, erstreckt. Es ergiebt sich daher die Gleichung 
7.), jedoch ist die rechte Seite noch mit dem von a, b, ce, e, a,, b,, &,, & 
abhängigen Factor 4C,C,(A,—A,) behaftet. Da aber nur die Verhältnisse 









































=) Dieses Journal, Bd. XVI. De transformatione integralium Abelianorum primi 
ordinis eommentatio. 
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Bun Pr Pr} Ps bestimmt waren, so lassen sich für 9, Ai, As. A; selbst solche 
Werthe wählen, dass jener Factor =1 wird. f, Pi, Pr, ?, erhalten dadurch die 
Werthe (6*.), womit die Gleichung (7.) bewiesen ist ($. 6). Aus derselben 
ergiebt sich ($. 7) durch n-malige Wiederholung der Transformation und 
durch den Uebergang zur Grenze für a=»x die Gleichung (5.). 


&.1. 
j . Zi du udu i 
Um jedes der Differentiale —— und — —-, in denen 
Y4(u) yd(u) 
Alu) = (u-r)(u-s) W—-P)\W—1, l>r>s>t>0 


sei, als Summe zweier Differentiale ähnlicher Gestalt darzustellen. werde 
die Veränderliche ®e durch die Gleichung 


g, ü ut 
Js vo — ry ) 29 
an 1—s’ u’—r’ 
welche auch in der Form 
(9) eil-s)- (1) = r(l-S)” —s(1-r 


geschrieben werden kann, eingeführt, und es werde 

’ A—r? s „/I—r’ Haie 

10.) ir } nr r 1—s’ ’ ie 1 
gesetzt. Wird sämmtlichen Wurzeln ihr positiver Werth beigelegt, so 
genügen auch r,, 5, 4 der Ungleichung 

1 > >. >4u>0 

und umgekehrt folgt aus dieser auch die obige für r, s, £. Durch Auf- 
lösung der Gleichungen (9.) und (10.) ergeben sich die ganz entsprechend 
gebildeten Relationen 


2 I—r! v’—s’ 
u u 2 2 2 
1—s} v’—r! 
Sr > n BE 0 ] u ) 2 
j __ pp: an / un GR A ua 
a \ ze PERL: 1 £ _y! En 
3 . 29 kaage u... 2 
1i— s} r '1—s' 1I— sin —i! 


Bezeichnet 7 eine beliebige Grösse, so folgt aus (9*.) 


"(1-8)0’-8’(1-r)- (1-8) —- (1)! = (1-8) (1-r)) (Wr 
oder 


\ 


ee) Armin. 
A-—er 7) — (A-Ne ATU, 
mithin erhält man für @=t und 7=1 die beiden Gleichungen 
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v8’) — ie er? —f), 





d— s’)(r’— 
N 2 
RE. = © ie 


aus denen sich durch Multiplication 





MR 2 23 v’(1—s’ )— ee 

a a Bee =, = = ini 

1—r’ U — 
( F (u„"—t)(w’—1) 


PR (u? —r?)’ 


(u —1) 








ergiebt. Führt man in die Gleichung (9.) die Constanten r, und s, ein, 


so erhält dieselbe die Form 
r.+s ı 








o_1,)(e-8)(u-r) (ae) = ER In (w)-olu-n)]} 
l 
demnach hat man 
a N N u 
e—r,)(e—-s,) = dr. Tea (u—r)(u—s). 


Zu einem Werthe a gehören zwei entgegengesetzt gleiche 





Ar’ us" 





=, 


v= +] 


1—s? u’—r’ 
dieselben sind gleichzeitig reell oder imaginär. Bei reellen Werthen der 
Wurzel werde der positive mit vo, der negative mit vo’ bezeichnet. Es 
ist dann 





o+V =, 
rn ,u’—s” 
ver = —r u, 
uku—r)u—Ss 
ir (u—s)—ve(u—r)| ir, (u—s)—v(u—r), — 2ri(r—s) al 3 


mithin 
SS ni w—r)u—s) 
Ir u—s)—v'(u—r)}” 
Aus dieser Formel und dem obigen Ausdruck für (e—t)(o’—1) ergiebt 
sich, wenn 





e—r,)(e—s,) = ar (+8) 


4,(e) = (e-n)(e-5) (0-4) (0-1) 
gesetzt wird, 
ae A rl) (Wr lr (u-n— it 
Y-40) Ne -Hr-H! 2A-rr+9) uyd(u) 
und durch Vertauschung von o mit eo 
SE 1—s’ y r(r’—1°) (W—r’)’ [r, (u—s)—v(u—r)) 
ae) FE)! 2d-r)e+s) uydla) 
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In diesen beiden Gleichungen möge die Quadratwurzel Y4(u) für die- 
jenigen Werthe «, für welche sie reell ist, auch positive Werthe haben; 
denn wäre sie negativ, so brauchten nur Y—4,(e) und Y—4,(e') die ent- 
gegengesetzten Zeichen zu erhalten. Die Zeichen von VY—4,(e) und Y— 4,(v) 
für die verschiedenen Intervalle, innerhalb welcher x liegen kann, lassen 
sich direct aus diesen Gleichungen finden, doch sollen sie später nach einer 


Y r(r? —’) 
2(i—r’)\(r+s) 


Dureh Differentiation erhält man 


anderen Methode bestimmt werden. sei stets positiv. 





do + dv' — (), 
| u 
ve dd+vde = 2r, (ae, udu, 
also at 
v—o) de = (e—ev')do' = 2r) Zu rn udu, 
a de 1 1 
daher durch Multiplieation mit ——— resp. _ 
Y-4,) Y—4,(e) 
hie. TR 1—s’ Y-  2r(r? )  1,(w—s)—r'(u—r) di 
Y—4,(e) rs ! Ad-r’Ir+s) YA(u) 
ha dv = — —— x . ee du, 
Y—4,(0) Base Ad—r)er +5) Y4f(u) 
oder 
lv In! BE a3 ee ec 
Br. TEN di 2. $ -Y 2r(r? : u—ı - 
Y-4,0) YV-4(W) rs ! dr’) +s) Alu) 
er. dev de!’ mg! / I P? — 
_ vdı Ar En s | si 2 r (u— 8) Au. 
Y-A(e) YV-4I,(v) |. Ad—r)(r+s) yAlu) 
a a. 4 . du udu i 
Diese Gleichungen liefern für ——— und —— die gesuchten Darstel- 
YJ(u) YJ(u) 
lungen als Summen zweier Differentiale 
du orts r,.—v r —tv' 


= do+ — de'\. 
411, 'yfKu) -/ a a a 51, —4 (vo) YV-I4,e) ) 
de udu r—+s (\rs—rv r s—rv' ’ 
nn PEN Fe ur. + —- de‘. 
y4(u) =] 2r(i—s Ir’ —”) y—4,(v) Y—4(v) 
Sind also ® und e’ Wurzeln der reinen tr Gleichung (9.) und 


finden zwischen r, s, £ und r,, s,, &, die algebraischen Beziehungen (10.) statt, 


so bestehen die vorstehenden Gleichungen (11... Sowohl Y—4,(e), als 
29 * 


28 Hetiner, arithmetisch-geometrisches Mittel aus vier Elementen. 


Yv—4,(e') haben in der zweiten der Gleichungen (11.) stets dasselbe Vor- 
zeichen, wie in der ersten, die Ermittelung der Vorzeichen von V—4, v) 
und Y—4,(e') für die verschiedenen Werthe von « kann daher auf die erste 


Gleichung beschränkt werden. Aus der Tabelle 


at —s..—L... ... as “.. r 








..tooimag0... EL... .. 4..Oimag+x... 1 
.—oimag0..—L..—8..—t...Oimag— x... —1 
reell | complex | reell complex, reell, complex 
Y-4,() reell | complex reel | complex 


Y-4,(0) reell | complex ' reell complex 


lassen sich zu gegebenen Werthen von x die Intervalle, innerhalb deren 
die zugehörigen Werthe von © und vo’ liegen, sowie die Realität von 


Y4(u), Y—4A,(v) und Y—4,(v') erkennen. 
Nur wenn « in einem der beiden Intervalle (1---+x, —x--—1) oder 
(—8...0...f) liegt, sind in den Gleichungen (11.) die sämmtlichen Wurzeln 


reell. Die Wurzeln Y—4,(v) und V—4A (©) können innerhalb jener beiden 
Intervalle nur für «=0 und «=x ihr Zeichen wechseln. Werden daher 


die Zeiehen von Y—4,(e) und Y—4,(e'), erstens wenn « in beliebig kleiner 
Umgebung der unendlich fernen Stelle, und zweitens, wenn « in beliebig 
kleiner Umgebung des Nullpunktes liegt, ermittelt, so sind dieselben für 
alle Werthe « in den Intervallen (1---+», —x.--—1) und (—t...0...t) bestimmt. 

Im ersten Falle ergiebt die Entwickelung von vo’ nach fallenden 
Potenzen von 4 


4 
rl+( (r’—s?\ te 


mithin ist 


one 


und wenn ®(w) eine Potenzreihe von « mit nur positiven, ganzzahligen 
üxponenten, welche mit einem constanten Gliede beginnt, darstellt, 


1 wu 

ZI Near)" zer) 
In dieser man werde der Quadratwurzel auf der rechten Seite ihr 
positiver Werth beigelegt, während e= +1 sei, so dass für hinreichend 











[" 
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srosse Werthe « die Wurzel Y—.4,(v) das Zeichen von eu e Daraus folgt 


r— er, ‚(r -) Zus, 2 ” AN) 
76 ” 2 1; r (r—s 4 (r,) u +. . R( u” ) 
Ferner hat man 
‘= en 3 - Ei 
1 &’ ’ 
Y—-4,(0) a er ers gl ); 


wo Y—4,(—r,) ebenfalls ER: sein und € den Werth +1 haben soll, für 


3 


hinreichend grosse Werthe «, mithin Y—4A,(e') gleichzeitig mit € positiv 
oder negativ ist; demnach wird 
rn, —v N er, (r" 8) eh 1+- € y, 
Y-4,) & er I(— r.) u‘ u” 
Andererseits ergiebt sich für @ = +1 
du „ du { r+s } 

yAlu) tz + 2u ü 
Setzt man diese Entwickelungen in die erste Gleichung (11.) ein und ver- 
gleicht auf beiden Seiten resp. die Coeffieienten von «° und «*, so erhält 
man zwei Identitäten, falls e= =” gesetzt wird. Da YA(u) stets einen 
positiven Werth haben soll, so ist €’=1 für hinreichend grosses positives «, 
mithin Y—4,(0) und Y—4,(o') positiv; für hinreichend grosses negatives « 
ist dagegen <’= —1, also Y—4,(e) positiv und Y—4,(e') negativ. Da aber, 
wenn a im Intervalle (1---+ 9, — »-.-—1) liegt, die Wurzeln nur für „= » 
ihre Zeichen wechseln können, so ist für 1<u<+w stets V—4,(v) und 
Yy—4A,(e') positiv, für -—o <u<—t aber V—4,(e) positiv und VY—4A,(e) 
negativ. Haben also in den folgenden Gleichungen alle Quadratwurzeln 
den positiven Werth, so ist 























120) bu ee > er Er ' für 
| en ee en 
(12, va =) un a tz Bee 
70) m; "3; AR V 76 Br er) rr ! für 
= Vor zen do re | ST 
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Ganz entsprechend ist im zweiten Fall, wo e in der Umgebung des 
Nullpunktes liegt, e nach steigenden Potenzen von zu entwickeln: 
man erhält 


r—s’ 


Ba) 








1 2r’s? R 
40 on a ER 


Giebt man also der Wurzelgrösse rechts den positiven Werth und setzt 


e= +1, so hat Y—4,(e) für hinreichend kleine Werthe von « das Zeichen 
von eu. Daraus folgt 








er +}; er du HB). 


Die Entwickelung von e' ergiebt 


r’—s? 
© = —s, 1 Der: W+ .. i ; 


=! 

——— 114 WB (u) 

worin Y—4, (e') für kleine Werthe von u das Zeichen ®=+1 hat, da Y—4,(-s,. 
positiv genommen werden soll. Mithin hat man 


r, —v' , ‚sr +8) 8”) 
sie A ee een du'1+ 
Tanz 7 en 7 7 Tor» Tau _— 


Andererseits ist 





du du 4 r+s 
= 
Y4a tYrs u ars 


wobei, da Y4(u) für reelle Werthe positiv sein soll, auch Yrs positiv 
ist. Setzt man diese Entwickelungen in die erste Gleichung (11.) ein 
und vergleicht resp. die Coeffieienten von « und a auf beiden Seiten, 
so werden die sich ergebenden Relationen dann und nur dann erfüllt. 
wenn & negativ und e' positiv genommen wird. Daher hat, wenn a im 


-U+: 


Intervall (—t...0...t) liegt, Y—4,(v) entgegengesetztes Zeichen wie «, ist 
also für —t <a < 0 positiv und für 0 <u< t negativ; Y—4A,(e') ist 
dagegen für alle Werthe # im Intervall (—#...0...f) positiv. Man erhält 
mithin, wenn sämmtliche Wurzelzeichen positiv genommen werden, die fol- 


genden Gleichungen: 








des 
In; 


etzt 


hen 


sitiv 
ein 
ten, 
üllt. 
im 


ist 


ist 
hält 
fol- 
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a Ve et Me 
d TEE 7 DEE . rt. ae 

13, zo r” Yax- hr vr | Tas “ ea do \ ; 
Va) = en re dr ae) = 


— — 
Y—4,0) y—4,(') 
Ist 


R(z) = (3—%) (3-4) 3-9) 5), H>m1>nr >; >60, 


so lassen sich die Differentiale R — und Pi... 708 durch eine lineare 
ArB V—-R@) V—-R(z) 
u 


Substitution in die Form - dla) -du überführen. Bestimmt man nämlich in 
yslu 





der Substitution 





1—u mM—z 
(14) s=m 1+u un m-+-3 


die Constante m so, dass den Werthen 3=x, und 3=z, entgegengesetzt 
gleiche Werthe von u entsprechen, so enthält in dem transformirten Diffe- 
rential die rationale Function unter dem Wurzelzeichen zwei quadratische 
und zwei lineare Factoren, hat also dieselbe Form, wie /(w). Aus der 
Bedingung 

m—%, m—xX 

m-+-%, m+x, ' 
welcher m genügen muss, ergiebt sich 





wo von den beiden zulässigen Wurzelwerthen der positive genommen werden 


soll. Setzt man 
(15.) m—i%, M—%, m—%, 


— — —— 


= = 
2 ) ) 
mx, m+x, mx, 








oder umgekehrt 


1-+H = 1—t RT 1—s ö 1—r 
0 a 1-+Ht En A ee 


so folgt aus „>41 >>> 0 die Ungleichung 
l>r>s>t>0 


Au=m 
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und umgekehrt aus der letzteren die erstere. Die einzelnen Factoren von 
N(z) gehen durch die Substitutionen (14.) und (15.) über in 


ut u—t 
RER BESTER Zu =— _ m \ _ 
ui’ TE (mx, u+1 ' 


u—r 


a+1 ? 


3—4u = —(m+%,) 


u—s 
3—-—=—(m+2) san nr (m-+%;) 
wodurch 
„a JI(u) 
Rz) = R(-m) (u+1)5 


wird. Durch Differentiation folgt 


mithin 


=: dz | 
V — R (2) 

I ER ai Be ee 
V N (2) V _ R(—m) Y (u) 


(16.) 


Wird 





v-R (— m) — Y(m+,)(m-+x,)(m-+ z;) (m +2,)m 


positiv genommen, so muss der Wurzel Y—NR(z) dasselbe Zeichen beigelegt 


. YA) BAHERER _ Br. 
werden, wie pr es hat also Y—NR(z) gleiches Zeichen mit Y4 (u), 


wenn @+1>>0, d.h. >—1, und entgegengesetztes Zeichen, wenn a+1<0, 
d.h. «„<-—1 ist. In der zweiten Gleichung (16.) haben ferner sämmtliche 
Quadratwurzeln dieselben Werthe, wie in der ersten. 


dz 


en . . ' dz 3 
Sind demnach die Differentiale ——— und —— gegeben, so nehmen 
/ \ - / < = oO )) 
dieselben durch die Substitution (14.) die Form (16.) an. Die Grössen 
r, s, t werden durch die Relationen (15.) aus %, %, %, % gefunden *) 
Dureh Umkehrung der vorhergehenden Rechnungen ergiebt sich: 


Y* . . nd lv .. 
Sind die Differentiale ——-—— un En gegeben, so erhält man durch 
Y-4,) Y-4,0) 


die Substitutionen 


ar 1+1 1 1 1 
EEE Bd Ki 5 .- - u FIEPPE nee. 
Pu = u Ber ei Zn r = Miiz 
*) Die Ableitung der Formeln (11.) und (16.) schliesst sich einer Entwickelung 
ähnlicher Transformationsgleiehungen durch Herrn Weierstrass an, deren Kenntniss ich 
einer gütigen handschriftlichen Mittheilung desselben verdanke. 
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aus denen folgt 


BE 
Taury’ 
u-—ß, u—ß, u—ß, 
=, 4 = -,i= 
u+ß, "ur R a+ß, 
die Gleichungen 
dv RL —R, Zalıı Y ) dy 
'18.\ ) 4,0) du : #4’ YR,(y) 
| v. de —R (- 1 y dy 
iu 4; (e) du A l R(y) 


Da ve, so lange es reell ist, auch positiv sein soll, so haben die Wurzel- 
srössen V—4A,(v) und YR;,'y) gleiches Zeichen, wenn Y—R, —u) positiv 
genommen wird. 

Die Constante 


ist willkürlich, so dass nur die Verhältnisse /5,:/,:/Ps:/?,; bestimmt sind. 
Wird « positiv angenommen, wie es geschehen soll, so folgt aus der Un- 
sleiehung 1>r, >s, >t>0 auch 
ie 

", > I. u 

Zwischen eo’ und y’ bestehe dieselbe Gleichung, wie zwischen © und y. 
Die Gleichungen (18.) bleiben dann bestehen, wenn man in ihnen gleich- 
zeitig © und y resp. mit ©’ und y' vertauscht und den Wurzeln Y—4, e 


und YR,(y') gleiches oder entgegengesetztes Zeichen beilegt, je nachdem 


e. —>-—1 oder ® <-—1 ist. Aus der Beziehung ® = —e folgt 

Re u" — #,B, 

a aa 

$. 3. 
’ . i dz sdz Bi. die 
Obwohl die Differentiale —— und —— die in den Gleichungen 
Y—N(z) Y—NR(z) 
RR ai va dx dr R , 
‚‘.) und (8.) für und vorausgesetzte Form haben, so können 
YR(«) YR(x) 


sie doch nieht dureh die Substitutionen 2=z2. =2. m=2. m =2. 
“=, mit jenen identificirt werden, falls die Gleichung (7.) bestehen soll. 
Denn durchläuft 
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y stetig die Intervalle (0...3...0) und (A,...Br...Aı), 
so durchläuft 


v stetig die Intervalle (Liter) und (t...s Eh 
u - (1..+9, —ao..—1) - (-8..0...0, 
3 - - - Oe—Ya ao) - (due Ya) 
Soll also die Gleichung (7.) bestehen, so sind die Differentiale = —— Yo 
3dz 


Ro noch so zu transformiren, dass die neue Variable die 2. 
V-R(z 
(0...) und (&,...a,) stetig durchläuft, wenn z die Werthe (0---— Yx,2."-—®) 
und (Z,...V%0%...%) annimmt. Die lineare Substitution 
0,2% %,%T 
(19) =——-, 3=— 


erfüllt diese Bedingung, wenn gesetzt wird 











= A a, = Ben ER u Fat un 
%,—%, %—%, ,—H 
oder 
Ian Me a a ae 
%, a,—t, %, a —a %, a,— 0, 


Genügen %, %ı, %, %# der Ungleichung 
H>am > h>% >o0, 

so besteht zu Folge dieser Relationen auch die Ungleichung 
> >>; >O 


und umgekehrt geht aus der letzteren unter der Annahme #0 auch die 


erstere hervor. Die linearen Factoren von R(xz) werden 
—% Za—H 





°—,=(;- 0) — wor. ", 8-0, = (0; — 0) — an u y 
=, -0) — 0 20-,=- 
ER 2—x, ’ IT, ? 


so dass sich ergiebt 


und daher 














WERE y- Rn U RL ER In > 
21.) VR(«) R’(a,) Y-R(z)  Y-RG) 
A 3 u ag yo “ Se 2 





YR @) 





I 


; 

h)- 

Ss und 
ntervalle 
| PR .— 00) 


auch die 








RT Fe a 





rn AST 
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In der zweiten dieser Gleichungen haben, wie sich aus der Ableitung der- 
selben ergiebt, sämmtliche Wurzeln dieselben Vorzeichen, wie in der ersten. 





Y—R(:) 
(2—#,)’ 
gleiches Zeichen; wird also . stets positiv genommen, so ist der 


Nimmt man Be und :- Ic > positiv, so haben YR(xz) und 


Quadratwurzel v-NR(z) für >, der positive und für 3<_%, der negative 
Werth beizulegen. 


$. 4. 
Wendet man die in den vorhergehenden Paragraphen untersuchten 


u . i En ö dr x dx 
Substitutionen successive auf die Differentiale - und - an. so er- 








YR() YR(z) 
giebt sich aus den Gleichungen (21.), (16.),. (11.), (18.) 
I de Zn e & ) A—R, de 
YR@) a;#, V-R() 
£ ER u 
/ (r—s\(r__2f > 
2 a y“ BI ) | r . 
. a; y4(u) 
(22) | 
2: A © Vary (1—8})° | de 2 dv \ 
r+s; Va: Y-4@  y—4(e)’ 
., Ze ı fr | 
2 18,478 Ba__ VAB VAB, 7 
= — r 0 9 d — I . 
ve; AA— P,ß,; Yp Pl = YR,(y) YR,(y') ”. 
und analog 
d 41 B. + ß, — 17 25 14 Y. | 
(22*,) Fe == — U Yß; 3 y/ Buß Brß; EI. ] 2 : du— VP;;  du' , 
YR(e) Ya, en —Vß,ß; | | YR,(y) YR,(y') y| 


wenn %, y' Wurzeln der quadratischen Gleichung 


(1 BBı= —$) = un. Al 


wo 


Yß, A +y 1—s’ u’—r’ 
mM— 2 xx 

ze - we —— EEE. N 
m—+% c—a, 


sind und die Constanten u, Pi, Pr, P, aus den Nullwerthen «,. «.. ©. «, 


der rationalen Function R(x) mit Hülfe des Systems von Gleichungen (20.). 
(15.), (10.), (17.) 


30 * 
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Va r7 — ER Var —ı 

271 K, +2, ine +%, 
Hr? —r' fr Pt 
1—s’ & =]; 1 rt 


a 1-+Ht, | 1—s, ER ur 
Ed wer) Bi | Zn 0 MiIr 


r, = 


“ 


in denen sämmtliche Wurzeln ihren positiven Werth haben, suecessiv zu 
berechnen sind. Die Zeichen von YR;,(y) und YR,(y') in den Gleichungen 
(22.) sind noch näher zu bestimmen. 

Führt man auf der rechten Seite der quadratischen Gleichung zwischen 
x und y statt r, s, m, % die Grössen o,, &, %, & ein, so ergiebt sieh 


a 


1_ = 


nach einigen Reduetionen 








YB,B,—y\ X ) 


Diese Gleichung, nach Potenzen von y u Zi über in 


©) 


era a a ar Var) 
G-2)-0-30- 


3,P, ebenfalls durch «,., &,, %, a, ausgedrückt werden muss, 


01 


r+2uy 


wobei u = Y 
mithin 
_ 9, t Ya, Vale —a,)0,—@,)+ Ye @,(m,—@,) 
. ya—Ya,—e, Yaa —a,)(@,—e)— Ye, a,(0,—@,) 
zu setzen ist. Die Grösse 5, bleibt hierbei willkürlich, da nur die Ver- 
hältnisse 5,:P,:Ps:P, bestimmt sind. 
Aus der Gleichung (24.) lassen sich die einem gegebenen = eni- 
sprechenden Werthe y, y’ direkt berechnen; einfacher geschieht dies je- 
doch suceessive aus den Substitutionen 


%,X a ve A—r’ wW—s’ 1—r' 
Ze . un 2 & r a2 u = u - . => #8 
2) Y A+v Y At+r 


—a, m-+2 1—s’ u’—r”' 
Wird 











ZU 
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En ”; ER ur 
_ Sage / ) Ku ) 
14 V a Bi, 6. Y 0, —0, 8,0, 
a, @, a, &, 
& 144 
PER 3 m. 3 
= a—a, @a.-a, " we @ 
1 1 3 2 3 1 0 %, 0, &,—0, 
ur a, 0,0, &, a@ 


gesetzt, wobei die Quadratwurzeln positiv genommen werden sollen, so gilt 
die Ungleichung 


<< 3 << Nm << 5 << 


Rn 


und es ergiebt sich für die einander entsprechenden Werthe von z, z, u, 


2 b) 


v,v, y, y die folgende Tabelle: 


EUER zu, Ss <a, < a, < tx 
nn ur u A, #, = K, L, a / n 
 >—1%,% >+% > > %, >Y%% > %, > % % 
% % | 
3 y- 
Ei E Fa ig —r <-—s IE EEE < Ri“ r 
vo >1> r <1 < +oimmag.d Eee > Oimag. + x 
x <—-1< —r >-—1: — xoimag. () >—t> —s <—tL< 0 (imag.—x 
J - A u j Be / nn fa} L - BR ae . 
7,B,- 0 ß, Ru 0 > ei P,P, mag. } BP, — Pı ; ß, Ps ß, . } P,P, mag. - Wr 
v] Ä 3,8 
j E — oe] we u a PA . « f Den u t NY l — er ® am I 
’ 3, . B u 8 an zu PP, mag. ] BP, ia ß, fr) _ PB, - } BP, mas. —|} ß de 
3 s 


aus welcher sich für die Realität der Wurzelgrössen in den Gleichungen 
(22.) bei einem gegebenen Werthe von x die folgenden Beziehungen ergeben 


T ee eier ih 
YR(«) reell complex reell complex, reell, complex 
RW) reell complex reell complex 
YRy) 


is sind nun die Vorzeichen der Quadratwurzeln in den Differentialgleichungen 
(22.) für diejenigen Werthe von x zu ermitteln, welche in einem der Inter- 
valle (0...8,...03) oder (@...8...@,) liegen. YR(x) kann stets positiv ange- 
nommen werden, da sonst YR(y) und YR(y') nur die entgegengesetzten 
Zeichen zu erhalten brauchen. 

Für 0<e2e<$ it 3<%, u.>-1l, mithin Y—R(z) und Y4(w) 
negativ, und daher folgt aus (12.), dass Y--4,(e) und Y—4,(v') ebenfalls 


— 


beide negativ zu nehmen sind. Da ov, 0” >-—1 ist, so haben YAR,(y) und 
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nach (22.), wenn sämmtlichen Wurzeln ihr positiver Werth beigelegt wird 


ee „ oe 5 
YR() YR,(y) YR,(@y) für 
F 
Mn. == C, er. d: Lu \\ 0 nn T — 
YR(z) YR,(y) YR,(y') 
wobei A,, A,, C,. C, aus den Gleichungen 
En 258 EG. 
" ME 


/2 a 
23) (= —- IFA VRR, 


Ye BAR, 

| YVa+VBd, vo N 535 

0, u — IT _ VERA 

Ve, VRA-VRB,; . N 

bestimmt werden, in denen sämmtliche Wurzelgrössen positive Werthe 
haben sollen, so dass A,, A,, C,, ©; selbst positiv sind. 

It 8 <ze<oe,, so ergiebt sich <<, «<—1, V—-R(z) negativ, 
yA(u) positiv und daher, weil e, ! > —1 ist, VY—4,(e) und YR,(y) positiv, 
V-4,(0') und YR,(y') negativ; also wird für positive Werthe der Quadrat- 
wurzeln 


dx 1+Ay 1+A,y' , N 
ie een FE C a: © = > men —t ft 
VR(e) 1 VR,(y) ay+ VR,(y') a | für 
xdx 1+A,y 1+A,y' , 3 en e< 0, 
u — Ü, — —— ee d —“' u. 
VR(@) | VRy) ’ vVR@W) ay| 


Liegt x im Intervalle (@,...$,...«,), so ist stets 3>x, und u, v, 0 —>—I1, mithin 
haben Y 4 (u), V-4(o), V-4(e') resp. dieselben Zeichen, wie VR(«), VR,(y), 
YR,(y'); nach (13.) ergiebt sich demnach 





de 1+A,y 1+Ay' 
u wu Ü a — d — d 
YR(x) i VR(y) J VR(y') y | für 
zde _ 1+A,y 1+A,y' ,, 77 Se — 5: 
a 
und 
dx 1+A,y 1+A y' 18 
na Ol 
VR(x) 'tYRW) J VR,(y') J | für 
xzdx 1+A,y 14-A,y' ,. S: Fu x < 0, 
u = —n u d > m 
YR(x) Ro)” YRG) a | 


worin alle Wurzeln positiv zu nehmen sind. 


YR,(y') resp. dieselben Zeichen, wie Y—4,(0) und Y—-4,(e), es ist also 

















“ 































Hettner, arithmetisch-geometrisches Mittel aus vier Elementen. 


239 


Durch Integration folgt aus den vorstehenden Differentialgleichungen 


: de vA+A vA+A 
= —— C oa y d ıY 
)  VR(e) Yo” J VR,(y) 


(26.) H4 dt Y 1-+4 a f 4 
—- = —(Ü | 9 .— di 4 in E << er 
F Vrntl h<e<u, 


dy) für 0O<a<H, 


fr de W297 os 279 "N WR 
Br —— C Br m y . x u d e 5) .. — 5 , 
(26*.) { x dr Y 1 A 2? 1 N 
\ Dale un (C \ . h a: Y d u +/ ıY d sr m E, ’ er 
[ YR(2) UT” J VRy) ” | für 8 <e<a, 
P: 


nr x dx : 
und für die Integrale JIZ 5 finden genau entsprechende Gleichungen statt, 
T 


w 


wobei auf deren rechten Seiten A,, ©, statt A,, ©, zu setzen sind. 
Bedeuten also y und y’ die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 
(24.), deren Coeffieienten rationale Functionen von z sind, und werden die 
Constanten Po, Pi, Pr, P, der Function R,(y) vermittelst der Gleichungen 
(23.) aus den ÜUonstanten «,, &, %, a der Function R(x) berechnet, so 
bestehen die Integralgleichungen (26.) und (26*.), in denen die Grössen 
A,, A,, C,, ©, durch die Ausdrücke (25.) 


gegeben werden. 


Dz 


$. 9. 

Bevor gezeigt werden kann, dass der durch das Gleichungssystem 

(23.) definirte algebraische Zusammenhang zwischen den Constanten «,, @,, 
&%, % und Pu, Pi, Pr, Ps identisch erfüllt wird, wenn man setzt 


27.) n=eac, w=e£cde, ‚=soce, s=sıbel, 

, * ! L ! ' ıı ! ! u 
27) A-asmcd, Pr=isicce, R=isthce, m abicıcı, | 

! [ . .. . ; f 

woa,b,c,...e", a, db, ... e, die in der Einleitung angegebene Be- \ 
deutung haben und e und e, willkürliche positive Grössen bezeichnen, müssen ; 
einige Relationen unter den Grössen a, b, ... e, aufgestellt werden. 
1 


Definirt man a,, b,, C,, e&, in derselben Weise durch a,, b,, c,, &, 
wie in (2.) a, b, c, e durch a, 5, c, e, so werden die Grössen 5b, €, ... € 
durch die den Gleichungen (3.) entsprechenden Gleichungen gegeben, und 
setzt man in diese die Werthe 





AT ETENE h 
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2ya, = VatVb+Vc+VYe, 
2yb, = Va+yYb-Ve-—Ye, 
2yc, = Va—Vb+Ve—Ve, 
2ye, = Va—-Vb-YVe+Ye 





ein, so wird 


b,=4la+b-c-e)=;, bi = }Yab-Vece), 


In m|o 


(28) (d=4la-b+c-e‘)=-, ce =4Wac—Ybe), 


Pen 


‚ e =4Wae—Vbe), 


| © 


e, = 4(a—b—-c+e) = 

mithin 
b' =2(Yab,+Ve, e), !=2Vac+Vbe), € =2 Va,e+Vb;c,). 
"-2/ab-Veie), e'=2Ume-Vbe), e'=2Wac-Vhe) 


| 'ac+ vb 
ER ER n) TR) ac e 
(28*,) VYabce= G—C,, er _ 


"9 


VYac—ybe €) 
b’b" = 4ab—ce) = ab—ce =4b,b,, c’c’ = 4ac—be) = ac-be = Acc). 
ee" = +Hae—be) = ae—be = 4e,e\. 
Mit Hülfe der Relationen *) 
ce =ab'—bb", d"e =chb'—eb", 


eb" = cc-ac", eb"=be-ec", 


(29.) 


be =ac—ee', be" = ce—be", 
| b’e" m ee—ae", 2 ec zum b e— ce" 
folgt, wenn man in das Gleichungssystem (23.) für &,, &, &, a; die Werthe 


aus (27.) einführt, 


%, ae x, ce' %, ac 
TE ") r bias TE) er I 
x, ee x, be x, be 
en ni / 
ö e! Vac—e'"Vbe e'Vbe—e"Vac t Vab—Vce 


= « - s = r i a 2 
e'Vac-+e"Vbe ' e'Vbe-+e'"Vac ' Vab-+Vce 
Hieraus ergiebt sich 


*) Herr Borchardt leitet (Abhandlungen pag. 44) das vollständige System dieser 


b’ e —c" 
Relationen aus der Bemerkung ab, dass die neun Brüche -. c' b’Y:a die 
C EN e' 





Coeftiecienten einer orthogonalen Substitution mit der Determinante 1 sind. Hier sind 
nur die für das Folgende nothwendigen Gleichungen aufgestellt. 
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a 4e' e'Vabce “ri 4e' e" Yabce 
(e' "Yac-te"Vbe)' (e' eVbe+ e"Vac)? 
ß be' —.ce' u 
r—f = MWabce - u er ni "FT 
(e' Vac+e"YVbe)’(Yab-+YVce)' 


Jede: be’ — ce'\(ee' — ae!" 
2 ER) 


(e' VYbe+e"Vac)’(Vab-+Vce)’ 
also 
e'Vbe-+e"Vac e'Vbe—e" Vac / be’ ee" ee — ae" 
rn = —— 


Ss =. - 
eVac-te" Vbe ' evYac— e"' or Vbe -} be" — ee" —.ae' 
1—r, e'—e" Vac—Vbe 1-35, _ e'+e" Vac—Vbe it _d-W 


I+r, € e'+e" Vact Vbe 1+s, ee Vac+ Vb: Vbe ' 1-+1, gi b’+b" 
mithin nach (28*.) 


gar 
Rn zer 


5 
B, _ bb" e—e" Vac-+Vbe 6,6, 





„di an „..) 55 ’ En ni 

FR ' ß, b'+-b" e'—+e'' Ya Vbe a,c 
" 2 

ß, „(re 3 We, 


B Ne!!! de 
Für die Verhältnisse von %,, Pi, Pr, P, erhält man demnach die Proportion 
BB: Pr: = mab:ace:a.c,e,:b,cicı. 
d. h. es ist 
Gr) Azad, Aa, Asa e, A=ubec. 


wo &, eine willkürliche Constante bedeutet. Umgekehrt lässt sich zeigen, 
wenn die Gleichungen (27.) und (27*.) bestehen, so wird auch das 
Gleichungssystem (23.) erfüll. Der durch das System (23.) zwischen 
Ey, %&, %, % und Pu, Pi, Pr, 9, definirte algebraische Zusammenhang ist 
mithin dem durch die Gleichungen (27.) und (27*.) definirten vollkommen 
äquivalent. 

Aus dem am Ende des letzten Paragraphen ausgesprochenen Satze 
ergiebt sich demnach das folgende Theorem: Werden b’, ce‘, ...e", a. bı.... €, 
aus den vier positiven willkürlich gegebenen Grössen a, b, ce, e, welche 
jedoch der Ungleichung ae—-be —>0 genügen müssen, mittelst der Glei- 
chungen (1.), (2.), (3.) berechnet und &. @. &. @, Bu Pr Pr PB: 
durch die Gleichungen (27.) und (27*.) definirt, so bestehen die Integral- 
gleichungen (26.) und (26*.), in denen y und y' als Wurzeln der quadrati- 
schen Gleichung (24.) und die Constanten A,. A. C,. C, aus (25.) zu be- 
stimmen sind. 
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u = 


ar 


EEE 


[#4 


eg 


RE en 1A Ben 


in re TE ET Te) 


Wird in 


erhält man 


den 


v) 


ı) 


und 


“as de 


VRe) 


x de 


F- 
-- 


Gleichungen 


Fr dx x 
I VRe) 


A &, ade 
. YR(z) 


VR(«) 


$. 6 
(26.) 
$ (P1+Aı 
C| J 
w YR(y) 


BALAı 
OR ke 
in} YA) 


0 


u A 

0 W 
6], 7 4 + A,y 

YR ri 


e = $, 


resp. 

Buß, 
A ArAy 
. / RG .(y) 
Dia A. Yq 

Y+ 

Po YR,(y) 
-/[  ArA,y 
Pop: VR,(y) 
dy- [ 1+A,y 
Bsp, VR.( 9%) 


= 0, gesetzt, so 


dy\; 
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y) 
ayı 


dy\ 


} 
ayı, 


mithin durch Addition je zweier entsprechenden Gleichungen 


“o de 144 
— —-— dy, 
2 VR,() r 


VRa) T 
1+Ay 
dy; 


F f Ve 24 20/7 YR,(y) 


() 0) 


und auf gleiche Weise ergiebt sich, wenn in den Gleichungen (26*.) = 5; 


resp. 2 = a, gesetzt wird, 
. Pr 1 A 
— 20 + 19 dy, 


#5 dx 
' VR(«) 














VR,(y) 
 xzde AA+Ay 
& VRR) of” VR,( En 
Demgemäss wird das Doppelintegral 
WERE Na, u. . »A4-+A y mi 1+A,y 
1 er TE STag 
/ 4 fi YR(@)R(@') 0 on YR,(y 
ge 
y 








R, 
EEE: nf " f a 1075 


.) bestehen, so ist lernte 
A) = 1, 


soll daher die Gleichung (7 
4O, C,(A:— 





Tr 
L 
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oder nach Einführung der Werthe von C,, C©,, A,. A, aus (25.) 


8 VAHYBN a evBB, =1 
a? 22-B.8, - Iald3F Polı . 
In dieser Gleichung enthält «, die willkürliche Grösse e und ,. Pi: Pr. 9; 
die willkürliche Grösse &,: es wird daher durch dieselbe & als Funetion 
von & bestimmt. Mit Hülfe von (28*) nimmt die Gleichung nach Sub- 
stitution der Werthe (27.) und (27*.) die Gestalt an 


’ / . e r 
I & „/ab,c,e, 


= = . ei 
3 € } abce 
Aus den Gleichungen (28*.) folgt ferner 
vbb"cc'de" = Vb,b, cc, e,e,. 


mithin ist, wenn / und 4, dieselbe Bedeutung wie in den Formeln (6.) 
und (6*.) haben. 


EP; 

oder 
BER RE 
7 SE Baer 


wo d eine vollkommen beliebige positive Constante bedeutet. Wird also 


u= e- u =0— 5 PR) ade & R) de 
‚tel Dr ET me 

— a,c,b, u e,c,e, 7 ) a,c,e, 2 \ b,eic, 
Po 2 Ö J . B, = Ö 4 . ß: un & n m P3 — h A 


gesetzt, so Ist 

” y—y' 

(7.) Jar Jar - a fa DENE un 

„ r ARE, Zr R(y)R,(y') 

d.h. das Integral auf der linken Seite bleibt seinem Werthe nach unver- 
ändert, wenn in dasselbe für die Constanten &,. @,. &. «, die Constanten 
Pos Pıs Pr, P, eingeführt werden. 

Bestehen zwischen x, 2’ und den neuen Variabeln y, w die Gleichungeı 


e,co8’y+nsing = ı, 
0, C08° w =. 2, 
so wird 
r e'b'' Eric b’e'' 
= “> 1 -— 7,90 9 + — sın 
je 7—2' \ i be be’ 
"der "dx - m er dy dv —— E 
« af U / .\ 
VRR) Fe YES) 
31 ” 





EEE ET EEE DT LER > a 


RNIT 
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" 


> 


nn 


), 9 2 ee .. R Bar 
ey p) == (cos Pr nz sın p) COS + W“ sın’ p)(cos’p+ 2 sın" p), 





Gly) = (cos? w4+, sin’ :w)(cos’ + 2 sin !w)(cos’ +25 sin %) 


ist; es bleibt daher nach (7.) das Doppelintegral 





: . eb" ai N 
/ 2? 2 be’ p+- be' sin? u 
| Fri 2 dp 4 u ine 

ce vEm)Oy) 


RP 


ungeändert, wenn in demselben für die Constanten Ya, Vb, Ve, Ve die Con- 
stanten Ya,, Vb,. Ve,, Ve, eingeführt werden. In dieser Form hat Herr # 
Borchardt den Satz in den Abhandlungen der Berliner Akademie (pag. 94) 
ausgesprochen. 


\ 


SM. 


Aus der Gleichung (7.) geht unmittelbar hervor, dass das Doppel- 


integral 
F; de’ f de - . en 
i : VR(@)R(e') 


nur insofern eine Funetion von a, b, c, e ist, als es von der willkürlichen 
Constanten Ö und der Grenze g abhängt, welcher sich a, b, c, e bei fort- 
oesetzter Wiederholung des Algorithmus (1.) nähern. Denn die Gleichung 
(7.) bleibt bestehen, wenn statt /,, Pi, Pr, A; Grössen Y,, Yı, Y, 7, ein- 
geführt werden, welche mit a, b,, &, e, ebenso zusammenhängen, wie 
Pos Pis Pr, Ps mit a,, bi, ©, e&. Fährt man so in infinitum fort, so geht 
die rechte Seite der Gleichung (7.) in dasjenige Doppelintegral über, in 
welchem an Stelle der Grössen A, Pi, Pr, fs resp. die Grenzwerthe 


! ce BE Ri 


r QA,C.d, Cu Cr N Ad, Cn En . b. c„c 
ur, un, ui, 
n—& In n=R Bi: n=xX An nn n 














getreten sind. Diese Grenzwerthe sind nur Functionen der Grössen d' und 
g, mithin ist auch das obige Doppelintegral eine blosse Function des ge- 
meinschaftlichen Grenzwerthes g von a, b, c, e und der Constante d, 

Da bei dem Uebergang zur Grenze die Integralgrenzen sich ändern, 
müssen für z und x’ andere Variabeln 5 und & so eingeführt werden, 
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lerr 
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pel- 
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dass die neuen Integrationsgrenzen unabhängig von a, 5b, ec, e sind, 
bei jenem Grenzübergang demnach unverändert bleiben. Durch die Sub- 
stitutionen 


Zune a, 


S 


Im 
In 
| 


aa,’ @ 


erhalten die neuen Integrale O resp. 1 zur unteren resp. oberen Grenze: 
es wird, wenn man gleichzeitig für ,., «,, «@,, «; ihre Werthe aus (27.) einsetzt. 


ri def "de . 
"VR@)R(@') 
eh’! b’e' 
[Ef a — 
ad 1ce « eh! 


u 


T f - 


Ds 


ae' 


; 1 sa o(1-: j Ni " Yı. rs, Ei- ef 1-#° u ac yı-g' e Ki m} .; 


Die Grössen a, b, ... e’ in diesem Doppelintegral sind resp. mit a 


b,... e, zu vertauschen und sodann ist für »=x zur Grenze überzugehen. 
Dabei nähern sich a,, b,, c,, e, der gemeinschaftlichen Grenze g, während 


! 


die sechs Grössen b,, c,, €, D,, €,, e, Null und ihre Verhältnisse 


® b„ . Cn . en 
lim—=1, lm—-=1, lm —] 


n—x Du s—x C„ n=x 6 


zur Grenze haben*). Daraus folgt unmittelbar 


/ b, e 1 e, .e, j CH C | 
lim /- u... un 0 nt 
N—T. a, C, e„ q N—T. A, 78 n—I A, Ca 


Aus den Relationen (29.) geht hervor 


b, Cn BEN, En En a b, 7 Cn C, En b, b, C„ 1 
u ee a Zn meer a = vi. 
A, En An En AnCn A, Ca En Cu En Cu 
bnCn 1 en 
Cn en Cn En 


Der Grenzwerth der rechten Seiten ist Null. mithin wird auch 


. bie oe en br DuCn 
lim ———-=0, lim -=(0, im-— =0, lim—-=0. 
n=& (An en „= (n Cn n=& ©, C, n=x C,„ e, 











Demnach ergiebt sich 


*) Abhandlungen pag. 45—47. 
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1 nı’ 
Sta f "de on” nf ae def di "/ea—Hyrda—r) 90° 


&s y 





Setzt man, wie Herr Borchardt, in dieser Gleichung die willkürliche Con- 
stante d=1, so erhält man die Gleichung (5.), welche den Ausdruck des 
arithmetisch- geometrischen Mittels aus vier Elementen durch die Determi- 
nante aus den reellen completen hyperelliptischen Integralen liefert. Die 
Werthe der Grössen @,, &, %, & in der Funetion R(z) sind mittelst der 
Gleichungen (4.) zu berechnen. 


(röttingen, Januar 1880. 


























Ueber gewisse Determinanten, welche in der Lehre 
von den Kegelschnitten vorkommen. 


(Von Herrn Pasch in Giessen.) 


Die mannigfachen Ausdrücke, welche sich auf die Determinante 

sechsten Grades 
=+a.b.0.d,.d,.8e.fip = abedef 

zurückführen lassen, sind neuerdings von den Herren Hunyady *) und 
Mertens **) in Betracht gezogen worden. Es sei erlaubt, auf diesen Gegen- 
stand nochmals zurückzukommen. 

1. Wir bilden zuerst das folgende Determinantenproduet, worin der 
erste Factor mit U bezeichnet werde, während im zweiten Factor «,, e, die 


Adjuncten resp. von «,, P; in der Determinante I+0,%,7; = (aPy) be- 
deuten sollen: 
a 03 05 20,0, 2a,0, 2a,0, O u, u; u; HU; U, um, 0 


P.00O OU PB Pr d, 2u,v, 2.0, 2u;,0, %0;+U;0, U30,+u0; u0. +0, O 


00 BA td PB ci oo cd; v;0, 00 0 
0ovrBA PAR PP 94 dd OO 0 0 Ü 1 
0009 9% 9 0 0 0 0 1 0 0 0 
00 „ 909 1010 00 0 1 0 0 
00» an ıı 20,0 00 v v 1 0 


und erhalten, wenn z. B. «, für ©, +%-+«;,u, geschrieben wird: 
a,ß,(wed).2y,7,7; oder (aPy)'y..2y17: Yy 
Der zweite Factor hat den Werth 





-2 (un — 0) (0% — 0%,)(W0;— 0) oder 2(a Py)Yıyıya, 


*) Dieses Journal Bd. 83, S. 76. 
**) Dieses Journal Bd. 84, S. 355. 
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und so kommt: 


(1.) U = (aßy)’y. 
Verstehen wir jetzt unter «,, ß;, y; die Adjuncten resp. von a,, b,, 
c, in der Determinante (abc), so wird U=(abe)*y, und das Product 


a, a. a, aA, 4;A, dm, 
b, b; b; b,b, b,b, bb, 0 
0000090 1 
U.c000% 66 66 G& 0 = (abe)*y,[P,y;(bde) (cdf) — P;y.(bdf)(cde)). 
d, d; d; d,d, d;d, did, —P, 
e&6& &6& 60 && 0 
NRkRhpfhbhhhh 0 
Hieraus ergiebt sich: 
(2.) abedef = (abe)(cde)(acf)(bdf)—(ace)(bde)(abf(cdf) 
und durch Permutation z. B. 

abedef\ = |bacedf = — (abd)(ced)(bef)(aef)+(bed)(aed)(abf)(cef). 

Sind wieder «,, ß;, y; die Adjuncten resp. von a,, b;,, ec, in der De- 
terminante (abe), überdies aber d;, &, 5; die Adjuncten resp. von d;, e,, f 
in der Determinante (def), so ist 

oßydes| = (aßey(ydE)layS)AII) — (eye\(AIEH)Ka II), 

(oe) ="tabe)e,, (yde) = (def)y,, (yad) = (abe)&,, (#50) = (def)P., 
(yas) = (abe)e,, (Pd) = (def)P,, (ap) = (abe)S,, (yEd) = (def)y.; 
'abedef = P,Y.55:—-PYronee- 

Hieraus schliesst man: 
(3.) aßydel = —(abe) (def) abedef. 

2. Unter den zuletzt gemachten Voraussetzungen bestehen noel 
folgende Relationen: 

(Pyd) = (abe)d,, (Pye) = (abe)e,, (PyS) = (abe)L,, 
y.9.+Y.8+7,. > Yalaef)+y.(afd)+7y;(ade) = y,(def) =, 
( 


(eBI) = (abe)L., (Pd) = (abe)d,, \abedef = y,S.0,0,—0,°,Y,0.; 


welche bei der Auswerthung der Determinante 
(bee)ibef) (bef)(bed)  (bed)ibece) 
(eae\(caf) (caf)(cad) (cad)(caea) = I 


(abe)\(abf) abf)(abd) (abd)(abe) 











al 


D 


M 


S0 


m! 


ah 


d. 


An 


un 
en 
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Verwendung finden. Es ist nämlich 





’ ’ Ey A Bi er > ) 
V= 00,By By. Byte Pr. Bay -Pry)tea.Pryr(P:; 4Y.) 
= —0,0,B4Y.(Py9)—0,0.,9.7.(Preo)—e.e.Pry,(Py2) 


| 


—(abe)(o,0,/ 37a, +0,0,9,7.8+0.0,D,Yr2. 


v 
— (abe)(—o, 0,BaYad. +0,0,0 Y d.+0,0,ß,7,8,—040,PrY 7,5.) 


‚0, +0,0,.D.Y720 a0, BY, 
= (abe)(a,y,d,(aP&)—o,y,S,(aßO0)) = (abe) (a, y,d,&.— ,7,£,0 
also 
(4) N = (abe)' abedef. 
Da 'defabe = — abedef , so ist analog 
(efb)(efe) (efe\lefa) (efa)lefb) 
(fdb)(fde) (fde)(fda) (fda\fdb) = -— def) abedef . 
(deb)idee) (dec)idea) (dea)(deb) 
Diese Ergebnisse führen endlich zu einem Beweise der Gleichung 
9.)  W = -—abedef , 
wo 


bc; bo bc bo+b,c, b,e+b,c, b,o+b;c 
ca Ch Cd Olbzt6d; Ci +CA Ch +C;A, 
ab, ab, a,b; ab;+a,b,;, a,b,+a,b, ab,+a,b, 
ef eh sh efhrtefh shtrefh eaftef: 
fid fd fd, fhdrfd, Sdtfd fd-rfıd, 
de, de, die, d‚g+d;e, d,e+ted, de,+d)e, 


Multiplieirt man nämlich die linke Seite mit der Determinante e>ydel 


so erhält man das negative Produet der beiden soeben berechneten Deter- 
minanten dritten Grades. also 


(abe) (def\ abedef' d.i. — abedef wpydel 


3. Die Gleichungen (3.) und (5.) findet man von Herrn Mertens 
abgeleitet a. a. OÖ. S. 358 und 359. Zu Gleichung (2.) gelangt man dureh 
Verbindung der Formel (2.) von Mertens mit Formel (40. von Hunyady 
a.a. 0. 8.85. — Die Gleichung (1.) ist auch bei anderen Gelegenheiten 
anwendbar, vgl. Rosanes Math. Ann. Bd. 6. S. 293 

Für die geometrischen Sätze, die man mit Herrn Mertens aus (3. 
und (5.) ablesen kann, ist in der Identität (4) ebenfalls der Beweis 
enthalten. 








Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. 
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Uebrigens fliesst ein solcher Beweis schon aus der blossen Existenz 
(der Determinante V. Denn wenn %k, !, m sich so bestimmen lassen, dass 


fiee)=f(PP)=fiyr) =, wo fluu) = ku,u,-tlu,u, + mu,u,, 
so verschwindet V, und es giebt also Grössen x, A, u derart, dass 


pief)=y(fd)=y(d)=0, wo Yylay)=z0,0,+4Pß,P,tuYy.Y,; 


d. h. unter Berücksichtigung der Reeciproeität: Sind zwei Dreiecke einem 
Kegelschnitt umschrieben oder einbeschrieben, so sind sie Tripel eines 
andern, und umgekehrt; also weiter: Sind zwei Dreiecke einem Kegel- 
schnitt einbeschrieben, so sind sie einem andern umschrieben, und um- 
vekehrt *). 

Die Determinanten abedef und W kann man in ähnlicher Weise 
zu demselben Zweck benutzen. Die erstere verschwindet dann und nur 
dann, wenn zwischen den sechs Formen 

"0 SE JE FE ie - 
eine lineare Relation besteht; das Verschwinden der letzteren bedeutet die 
lineare Abhängigkeit der sechs Formen 
U,U,, WU, U, MU, Ud, Wl,, 
d. h. die Existenz einer quadratischen Form in «,%w, welche Null wird 
für die sechs Systeme 
ud us=u=dQ9 swoned won, =d ya, =d), werd. 
Man bemerkt bei dieser Gelegenheit: Wenn es Constanten A, B, (, 
D, E, F giebt derart, dass identisch 
Au; + Bu;+0Cu; = Du,+ Eu: -+Fu;, 
so giebt es auch Constanten A’, B', C', D', E', F derart, dass identisch 
A’u,u,+ B’u,u,+ C’u,u, = D’u,u,+E'u,u, + F'u.u, **). 

4. Das Stattfinden einer linearen Relation zwischen den sechs 
(Juadraten «;...u; bedeutet, geometrisch gesprochen, dass die sechs Punkte 
a...f auf einem Kegelschnitt liegen. Wenn vier Punkte abce auf einer 
Geraden liegen, so verschwindet nach (2.) die Determinante |abcdef| für be- 


*) Vgl. in Betreff der Zusammengehörigkeit dieser Sätze Hesse, Vorlesungen 
über analytische Geometrie des Raumes, II. Aufl., S. 215 f. 


**) Eine Erweiterung dieses Satzes behandelt der nachfolgende Aufsatz. 





lieb 
dra 





wen 
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liebige df, d. h. es besteht eine lineare Relation zwischen den vier (ua- 
draten u,, w,, u;, u,; die Umkehrung hiervon kann man aus der Gleichung 


(abe)(cde) abedfg + (abf)(cdf) abedge +(abg)(edg) abedef = 
entnehmen, in welcher dfg so zu wählen sind, dass (ede) und abedfg 
nicht verschwinden. Mittels derselben Gleichung kann man zeigen, dass 
wenn fünf Quadrate u,, w, w., u,, u, in linearer Abhängigkeit stehen, schon 
zwischen gewissen vier von ihnen eine solche Abhängigkeit stattfinden muss. 


(Giessen, October 1879. 











Ein algebraischer Satz nebst geometrischen 
Anwendungen. 


(Von Herrn Pasch in Giessen.) 


1. Legt man irgend eine ganze Function @ von einer Variablen x ” 
zu Grunde, etwa vom fünften Grade: 
Ga) = ar +Hbr+cen+de+er+f, 
und versteht zuerst unter er-+7 einen linearen Theiler von @(x&), so Di 
kann man setzen 
G(z) = (aee+P)(Ar+Be+CxX+Dxc+E). 
Hieraus erhält man die sechs Gleichungen: 
aA=a, PA+toaB=b, PB-+aC=c, PC+eD=d, PD+oE=e, PE=f 
und durch Elimination von A, B, €, D, E die Gleichung: 
2392: % 
um 
Ge. Bß0 0% 
00 «ec. PB$B$0ODdD Fa" ai 
0 0090 a po (n- 
00009 a pP 
m u vu 
Diese Determinante verwandelt sich in der That in G@(z), wenn man für 
a, 9 setzt 1, —x. 
Versteht man hingegen unter @x=’+Px-+y einen quadratischen Theiler 
von G(x) und setzt we 


G(e)=(er+Ppae+r)(Ae+Be+Cc+D), 
so genügen A, B, C, D den sechs Gleichungen: 
aA=a, A+aB=b, yA+PpB-+tal=c, und 
ybB+ßC+eD=d, yC+ßD=e, yD=[f. 
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Demnach verschwinden alle Determinanten fünften Grades aus dem Systeme 


10 ID) Y () 
3 


Y ui 
0 OO a P vo 


00090 ap Y 


0 0 


- 22 zu 
Jetzt sei e@’+Px’-+yx+0Jd ein kubischer Theiler von @(x); man setze 
G(z) = (er + Pa +yYc+0)(Ar’+Bae+C). 
Zwischen A, B, C bestehen wieder sechs Gleichungen: 
aA=a, BA +0 Bb, yA+pPb-+eoC == 6, 
JA +7 B-+ BC = d, öB +rt =E£, oC = fi 
Demnach verschwinden alle Determinanten vierten Grades aus dem Systeme 


oo 00 ; 


a 0 


> 


) © 


uw 


f 4 
00a pP yY 0) 
u. .086 4 ef 
Allgemein: /st @(x) eine ganze Function n'“" Grades von z, 


G()=aX"+a,c" "+ +a 


n9 
und bedeutet 


m | m—1l ı f 
Ay" +0, "tet, 


einen Theiler m'“" Grades von G(x), so verschwinden alle Determinanten 


(ın— m-+2)'" Grades aus dem Systeme (von n—-m-+?2 Zeilen) 


u () m... | 
Bere Er re : 
Er h ea re 


2. Aus der vorstehenden Betrachtung kann man Folgerungen ziehen, 
welehe Schaaren von Funetionen betreffen. 
Aus zwei Funetionen 





G(2) = ar +brt+ca+de+ec+f, @(e) = ae Herta tectf 
und den Constanten z, z’ bilde man die Function 


H(x) = zG(2)+z@(«) 


| 
i 
i 
\ 
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und führe einen quadratischen Theiler von H(x) ein: 
ee +ßcH+Y. 
Dann befriedigen «, 2, y die homogene Gleichung vierten Grades 
a ßy08oOd 
0 aß y 0% 
00 ep y% 
0 00a PP Y 
a b ce d e f 
dab ld de f 
Aus drei Functionen 
Ga) = an +brr+cKH+dr’+ec+f, Ga) = dert +ec+f, 
@'(z) = "HH Hd He +f" 
und den Constanten x, x', <” bilde man die Function 
H(z) = zG(z)+:'@(z)+z"@"(z) 
und führe einen kubischen Theiler von H(x) ein: 
ee +ßa+yac+o. 
Dann befriedigen «, ß, y, 0 die homogene Gleichung dritten Grades: 
LE ZE SE SE Zu 2 
0 aßy 8 0 
00a ß y 6 
Pe SE. 
ab dd e f 
f 


! Be 0, 
| a h'' ce d' e"' m 
Allgemein: Ist «,c2”" +, 2"""+-:+, ein Theiler der Function 


2,6, (2) +%@(2)+-+2,@,(8), wo Ga) =an0"+a,a"” + +a,, 


so besteht zwischen den Coefficienten o,, &, ... &,„ eine von %,,..%„ unab- 


hängige homogene Gleichung vom Grade n—m+1, nämlich 
: TE TumeRze ge A TR 
0 a a A 
Ay 4, ... . . . u... An = 0, 


| Ad; d;, . . . . . . . . . (d;, 


A, A ae „Zu ® ® . u Ann 


D 
F 
als 
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uw ® ® ® >. { U . n 
Diese Gleichung wird insbesondere erfüllt von den Coeffieienten der m ( 
? 


n 
Funetionen me? Grades, welche in einer der Functionen @,(z), .... @,(x 
als Faetoren enthalten sind. 

3. Wenn z,2,...x, homogene Variablen sind, so bilden die Werth- 
systeme (2, 2ı,..., 2) eine Mannigfaltigkeit von m Dimensionen. Ich be- 
zeichne nun mit C' eine in dieser enthaltene Mannigfaltigkeit von einer 
Dimension, so beschaffen, dass für ihre Elemente die Variablen (Coordi- 
naten) 2,%,...x, durch ganze (linear-unabhängige) Functionen mten Grades 
von einer Veränderlichen 4 dargestellt werden können, mit C})_, eine 
Mannigfaltigkeit von m—1 Dimensionen, deren Elemente einer linearen 
Gleichung «0, +0,02, + +u,2„=0 genügen. Man kann aus z,...7, 
lineare Formen y,...y, zusammensetzen, welche für die Elemente der (7 
sich zu einander verhalten wie 4”:4""":...:4°, Beim Uebergang von &,..., 
ZU Yu-.-Ym mag der Ausdruck wa, +%0, +" —+u,x, sich in a yo ta yı + +0,Y 
verwandeln; «,...«, sind lineare Formen von ,...u, (den „Coordinaten “ 
der C),_,). 


Eine Gleichung zte? Grades H(x) = 0, wo 


m 


Ha)=4G@ (DJ) +) + +2,@,.(8, Gl) =ayuc" ta, ae" +e +M,, 
bestimmt z» Elemente der C/', indem jeder Wurzel 4 durch die Gleichungen 
Bei ae PT 
ein Element zugeordnet wird, das „Element 4“. Ist nun &c”+a,2”""+ ta, 
ein Theiler von H(z), dem die Wurzeln 4,...4, entsprechen, so enthält die 
C,,_, mit den Coordinaten «,...w, die Elemente 4,...ı, und ist durch dieselben 
bestimmt. Zwischen «,...«,„ besteht aber eine von #,...z„ unabhängige 


homogene Gleichung (a—m+1)ten Grades; folglich besteht eine ebensolche 
Gleichung zwischen «,...u 


m ® 


Werden also in einer C' m Systeme von je n Elementen angenommen 
und je m zu einem System gehörige Elemente durch eine C,,_, verbunden, so 
genügen die Coordinaten aller dieser C,_, einer Gleichung com Grade n—m+1. 

4. Für m=2 erhält man den von Herrn Emil Weyr *) angege- 
benen Satz: 

Werden einem Kegelschnitte zwei n-Ecke einbeschrieben, so berühren 


ihre n(n—1) Seiten eine Curve (n—1)'” Klasse. 


*) Dieses Journal Bd. 72, S. 287; vgl. Kantor, dieses Journal Bd. 86, S. 269. 
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256 Pasch, ein algebraischer Satz nebst geometrischen Anwendungen. 


Dass 22 Punkte 9, =0,..,.0,=0, w,=0,... w„=(0 auf einem 
Kegelschnitt liegen, wird ausgedrückt durch eine lineare Relation zwischen 
Wi... 0) Die Gleichung einer Curve 


n 


n—1 


(»a—1)ter Klasse, welche die Seiten des »-Ecks &, =(0, ..., ve,=0 berührt. 
hat die Gestalt **): 


den Formen ee, .... © 


A A, A, 
2 Ez un 2 -- .. u (). 
EG 0, 
Der obige Satz lässt daher auch folgende Fassung zu: 


Wenn v,...v,w,...w, lineare ternäre Formen sind und Constanten 


nn 


4,...d,b,...b, existiren, derart dass identisch 
a0 +99 + +a,0u = bw+bw + +bW, 
so giebt es auch Constanten A,...A,B,...B, derart, dass identisch 


A,®; %..0%,+A,0%,0;...0, +...4A, Üıl;. + duo 


= B, w,w;...w,+B,w, w;...0,+*-+B,%0, w...%,_" ) 


5. Für m=3 ergiebt sich der Satz: 

Werden einer Raumcurve dritter Ordnung drei n-Ecke einbeschrieben, 
so sind die An(n—1)(n—2) Ebenen, welche je drei Punkte eines n-Ecks ver- 
binden, Tangentialebenen einer Fläche (n—2)'” Klasse. 

Daraus folgt insbesondere für » = 4: 

Liegen die Ecken von drei Tetraedern auf einer Raumcurve dritter 
Ordnung, so berühren ihre zwölf Seiten eine Fläche zweiter Klasse. 

Dieser speeielle Fall lässt sich auch durch Verbindung der Sätze 
herstellen, welehe man bei Paul Serret in seiner Geometrie de direction 
(Paris 1869), S. 326 und in Hesses Vorlesungen über analytische Geometrie 
des Raumes, Ill. Aufl. S. 215 findet. 

Es ist überflüssig. die reeiproken Sätze besonders anzuführen. 


*) Rosanes, dieses Journal Bd. 76, 8. 320. 

) Der Beweis ist bei »=5 durchgeführt von Herrn Lüroth, Math. Ann. 
Bd. 13, S. 551. 

*##) Vgl. fürn = 5 den vorangehenden Aufsatz, fürn =5 die Abhandlungen des 
Herrn Lüroth, Math. Ann. Bd. 1 8.37, Bd. 13 8.548. Bei n = 4 ist 
4, v,0,0, +4, v v,0,74, v0,0,7 A, v,6,0, 

die Hessesche Form von a,r’+a,r)+a,r’+a,r}; siehe auch Rosanes, dieses Journal 
Bd. 76, S. 328. 


(siessen. November 1879. 
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Zur Theorie der Ewulerschen Zahlen. 


(Von Herrn A. Radicke in Bromberg.) 


r 

Zu den seit langer Zeit bekannten Recursionsformeln für die Ber- 
noullischen Zahlen, welche zur Berechnung des Werthes einer bestimmten 
Zahl die Kenntniss sämmtlicher vorangehenden erforderlich machten, sind 
vor kurzem von den Herren Seidel und Stern einige neue hinzugefügt 
worden, die sich von jenen dadurch unterscheiden, dass sie nur die Kenntniss 
einer gewissen Anzahl der unmittelbar vorangehenden Bernoullischen Zahlen 
voraussetzen. heeursionsformeln dieser Art existiren, wie ich zeigen werde, 
auch für die sogenannten Exlerschen Zahlen, sowie auch für die Summen 
der Potenzen aller ganzen Zahlen von 1 bis zu einer beliebigen Zahl «. 
Bei der Herleitung derselben will ich mich der symbolischen Bezeichnungs- 
und Itechnungsart bedienen, welche zuerst Herr Lxcas in seiner interessanten 


. 
Schrift „T'heorie nouvelle des nombres de Bernoulli et d’Euler“ mit Vortheil 
auf die Bernoullischen und die mit diesen verwandten Zahlen angewendet hat. 
Ü " 
N 
1. 
Setzt man | 
2 ax a,x” ax’ 
(1. — — Ay+ — —2— + _ +... 
1.) e’—te-® r 1 + 1.2 1.2.3 7 
so ist bekanntlich ,=1, a, und überhaupt a,,,=0 und a,=(—-1VE,, 
N. A * * i i i 
wenn man unter E, die p'® Eulersche Zahl versteht. Die auf der rechten 1 
s E Seite befindliche Reihe kann symbolisch durch e’” bezeichnet werden, wenn i 


man festsetzt, dass nach der Entwiekelung der Exponentialgrösse die Po- 
| tenzexponenten von a durch Indices ersetzt werden. Da für die Rechnung 
- mit diesen symbolischen Grössen die Regel 





ee’? zn ertP)r 


gilt, wie man sich leicht durch Multiplieation der Entwiekelungen von e' 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 3. 39 
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und e’” überzeugen kann, so ergiebt sich aus (1.) 
a. (a+1)x (a—1)x 
2 = 06 e i 
und hieraus folgt für p — 1 die symbolische Relation 
(2) (a+lP+(a-1P = 0. 


Dieselbe ist in dieser Form zuerst von Herrn Lucas gegeben und enthält, 
wie ersichtlich, die bekannte Fundamentalformel für die recurrente Be- 
rechnung der Eulerschen Zahlen. Die Gleichung (2.) zeigt ferner, dass, 
wenn F(x) eine nach ganzen positiven Potenzen entwickelbare Function 
von x bedeutet, der symbolische Ausdruck F(a+1)+F(a—1) gleich dem 
doppelten Coefficienten von x’ in F(x) wird, dass man also hat 


(3)  F(a+1)+F(a—1) = 2F(0). 
Setzt man nun F(x) = (c—1)" (2 +1)", so geht (3.) über in 
a” (a-+2)"+a”(a—2)" = (—1)"2. 
Für ein gerades m+n ergiebt sich hieraus 
(4.) u m (22. + m;) 2dmtn- +; + m;,) 2° Ant4n-ıt'" = (—1)”, 
für ein ungerades m+n 
(9.) (2, — mM, )Amın-ı + (Rs —m;) 2° Ann st = (—-D)”, 
und zwar ist in beiden Gleichungen, unter der Voraussetzung, dass n > m, 
das letzte Glied n,2”"""a, oder n,_,2""a„,., Je nachdem m gerade oder 
ungerade ist. 
Setzt man noch in (4.) a=m oder auch in (5.) a=m-+1, so findet 
man die speciellere Formel 
6) tm 2a .t+m2anat = (-D”, 
wo das letzte Glied der linken Seite m„2”a, oder m„_12”""a,,, lautet, je 
nachdem m gerade oder ungerade ist. 
Aus (4.) und (5.) ergeben sich, wenn man für «a, seinen Werth 
(-1)’E, schreibt und an der Voraussetzung n>m festhält, für die Be- 


rechnung der Eulerschen Zahlen folgende neue Recursionsformeln: 
1) wenn m und » beide gerade sind, 


> 
4 


E „4n— (n:+ m.) 2E„4n_2 + (n,+ m,) 2En+n-4 BEE 


(7.) n m + n 
/ 2 )n—I1 f 2 
+(—1)'n,2" E, = (—1) 





bei 


des 


we 


lief 


hat 
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2) wenn m und r beide ungerade sind, 


E a4 er (n.+m,) ZE,„,; n—? + (n,+ m;) 2’E, ra 
2 2 2 

(8.) } n—]1 m 

+(-1)’ n,_.2"’E,ı = (-]) 


> 


< 


rn—2 





3) wenn m gerade und » ungerade ist. 


n—1 we 
(9.) (n—m,) Eu4nı — (n—m;) 2’E,,. n—3 +.++(—]) j n.2""E, zu (—1 : 
2 2 2 
4) wenn m ungerade und » gerade ist, 
(10.) (n,—m,) ie —(n,—m;)2’E,, I-n—3 + = +(—1 ‚ n._2" “E. a \ —] : 
__ | Ki 


In dem besonderen Falle a=m endlich folgt aus (6.): 
1) wenn m gerade ist, 


(11) E„-m2E„_+m2*’E,„.—"+(-N)’m.2”"E, = +: 


m— 


2) wenn m ungerade ist, 
1 


(12.) E„-m,2’E, ‚m2’E,„o—-'"+(-)) . WER uam E. 1 I = ? 
2. 
Eine andere Gattung von Recursionsformeln für die Ewlerschen 
Zahlen ergiebt sich dadurch, dass man in der Definitionsgleichung 
2 


— e 

e+e” 
beide Seiten mit e’”—e”’” multiplieirt. Man erhält dann 
> (e — e?) = e(*+2)z _ o(« . 


demnach für p — 0 
(13) (a+2P—(a-2)P = 2/1? —(—1})P!, 
welche Gleichung für ein ungerades p = 2m-+1 die Recursionsformel 


(2m-+1),a.+ (2m +1),2’a..+'++2”a, = 1 
liefert. 
Allgemeiner aber folgt aus (13.), wenn F(x) dieselbe Bedeutung 
hat wie vorhin, 
(14) Fla+2)—-F(a-2) = 2/F(l)—- F(-1)! 


33 * 








” 
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und für F(x) = (2--2)” (2 + 2)" 
a” (a+4)" — a” (a— 2)” ni (— 1)" 2(3’— 3”). 
Ist nun m+n gerade, so hat man 


15.) (1 —m)2a..ot+ m, m) 2 a,ınat" 


(—1 e (3’— ), 


\ 


ist m-+n» ungerade, so wird 


(16.) (nt m,) 2a... + (+ m) 2 au4n3+t' = (-1D)”(3"— 3"), 
und in beiden Gleichungen ist das letzte Glied der linken Seite, wenn 
man wieder 2 > m voraussetzt, »,2” "a, oder »,_,2”"a,„;., Je nachdem m 
verade oder ungerade ist. Nur in dem besonderen Falle a=m+1 wirl, 
wenn zugleich m ungerade, das letzte Glied ((m+1).+m,)2”""a,;. In 
diesem Falle geht also, da ausserdem 


2m —p-+2 
(m-H1),+m, = m,-ı — 
p 
ist, die Gleichung (16.) über in 
Z 2m--1 en 2m—3 a ui 
(17.) ENT m am at ——— m Nam-ıt = (-1)” 3”, 


wo (das letzte Glied der linken Seite 2’"«a, oder (m+2)2°""«a,,, lautet, je 
nachdem »m gerade oder ungerade ist. 

Ich will der Kürze wegen nur in die letzte dieser Gleichungen die 
Eulerschen Zahlen selbst einführen und erhalte dann, wenn m gerade 


2m-1 „ 2 l 1) ,? . ' 
(18.) - E.- mE. + + (l— > 2”,E. = 3”, 


w| 


und wenn m ungerade 


m—1 
zuti „ 2m— 92 n ’ 
(19) — B U mE, BEREN DEZE u ABER 5 


2 


- 


Setzt man 
Ye? +3 4..4 0 
und versteht unter F(x) wieder eine nach ganzen positiven Potenzen von x 
entwickelbare Function, so besteht, wie Herr Lucas bemerkt hat, die 
symbolische Relation 
20)  Fis+D-Fi(i) = Flee+l)— FÜ), 


von deren Richtigkeit man sich überzeugt, wenn man in der Entwickelung 






de 
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des Ausdrucks F(z+1)-F(xz) der Reihe nach für x die Zahlen 1. 2 
3, ... x einsetzt und die so erhaltenen Gleichungen addirt. 


Ist nun Fix) = (ze —1)"x", so folgt aus (20.) 


g" (s-+1 eg (s—1)” m 2” (g +1 j" 
oder 


(Rn + mM) Sm4n-ıt (0 — Mm) Smyn-at (N + M3)Sm4n st = erEr+H1)". 


Verbindet man mit dieser Gleichung 
von m und z ergebende Gleichun 
findet man 


die sich aus ihr durch Vertauschung 
& durch Addition und Subtraction, so 


DIW | h | cr (2 +1)" + 2” (c +1)” 
(21.) \n, y m, Sn u (23 7M;)S.- rt — ( 2 r 
und 
M A i or (x ) l n_ grlx ® 1 \n 
(22.) (2 —M;) Sun + (N — m;) S,. nat > ( +1) n (2+1) ü 


Endlich erhält man für a=m-+1 aus (21.) und (22.) die beiden Formeln 


9 11 >) uf mm _| | ym 2 ) | 

a 2ın- ‚ 2m x” (c+1)”"(2c-+1) 

(23.) — to Mn t > > 
| ) . 

1 Pal (x + im 


9 ’ 


(24.) m, Sm—1 + M; S2m—3 u 
von denen die zweite vor kurzem von Herrn Stern (dieses Journal Bd. 84, 
p. 216) gegeben wurde, während die erste, wie auch die Gleichungen (21.) 
und (22.), wie ich glaube, noch nicht bekannt sind. 


Bromberg, December 1879. 
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Ueber die Leibnitzsche Reihe. 


(Von Herrn @. Frobenius in Zürich.) 


Das Paradoxon, welches in der aus der Reihenentwickelung 


1 
1-a+ 2’ - +2... = —— 


1+x2 
geschlossenen Gleichung (ygl. Raabe, dieses Journal Bd. 15, S. 356) 
1-1+1-1+1- =} 

liegt, hat bekanntlich Leibnitz (Epistola ad Christ. Wolfium circa scientiam 
infiniti; acta erud, Lips. suppl. tom. V) so zu erklären versucht: Die Summe 
der » ersten Glieder dieser Reihe ist gleich O0 oder 1, je nachdem » gerade 
oder ungerade ist. Da es mithin ebenso wahrscheinlich ist, dass die Summe 
der unendlichen Reihe 0 oder 1 ist, so ist ihr Werth gleich dem aritl- 
metischen Mittel aus O0 und 1 (cum ratio nulla sit pro paritate magis aul 
imparitate adeoque pro prodeunte V magis quam pro 1, fit admirabili naturae 
ingenio, ut transitu a finito ad infinitum simul fiat transitus a disjunctivo (iam 
cessante) ad unum (quod superest) positivum, inter disiunctiva medium). Leibnitz 
behauptet also, allerdings ohne Beweis (hoc argumentandi genus, etsi Meta- 
physicum magis quam Mathematicum videatur, tamen firmum est) den folgenden 
Satz, eine Verallgemeinerung eines bekannten Abelschen Satzes (dieses 
Journal Bd. 1, 8. 314): 


Ist $, = W+4a+'"+a, und nähert sich Stetten 


n 
dem n einer bestimmten endlichen Grenze M, so ist die Reihe + wc ++ 


für die Werthe von x zwischen —l und +1 convergent, und die durch sie 
dargestellte Function nähert sich, wenn x beständig zunehmend gegen 1 con- 


bei wachsen- 





vergirt, dem Werthe M als Grenze. 

Die hier gebrauchten Zeichen bedeuten alle reelle Grössen. Die in 
dem Satze gemachte Voraussetzung hat folgenden Sinn: Ist e eine beliebig 
kleine (positive) von Null verschiedene Grösse, so kann man » so gross 


u 
V 
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wählen, dass die Ausdrücke 
str sn 
n—+k 
dem absoluten Werthe nach sämmtlich kleiner als e sind. Da folglich 
5, = M+(n+k+l)a.(n+k)s (k=0,1,2,...), 

1) 9%, = (n+k+l)a,.—-2(n+k),+(n+k—1)e_, (k=1,2,...) 
und mithin a,,, <4e(rn+k) ist, so ist die Reihe u ta,2+@xr°’+:-- für die 
Werthe von x zwischen —1 und +1 convergent. Setzt man für die Werthe 
von x zwischen 0 und 1, die obere Grenze ausgeschlossen, 

2) Fa)=ata2+@2°+--=lim(a+ac++a,,2"), (k=%), 
so ergiebt sich mit Hülfe der Relationen (1.) und 


s=-Mradttra, = M+(n+l)a—n& 


—M= €, (k=V, 1, 2, ...) 


die Gleichung 
F(z) = lim/M+ (Rn +1) 3 — no —-a,— — a, +4 +0,02 +: ++a,x" 
+((n+2)e,—2 (n+1)&,+ne,)c"*"+((n+3) 8 —2(n+2)&+( n+1l)a)a"t’+--- 
++((n+k+1) &,1— 2(n+k)e+ (n+k—1)&,_,)2"'", 
oder wenn man 
3.) Ga) = macH+ +4,20" + —a,—ne(1—-a"t)+(n +1). (1—- x”) 
setzt, 
F(z) = M+G(z)+lim|\(r+1)e (2’—22"'+20”*°) 
+(n+2) 2, (0 2? +2") + + (n+ h)e, (art art ar ttt)) 
+lim/(ra + k+1) 1,2" —(n+k)a,art"t". 
Da «<Z1 ist, so nähert sich der letzte T’heil bei wachsendem %k der Grenze 
0 und mithin ist, falls man 
(4.) R = (1-z)’((n+1l)&ax”+ (n+2) 2,2" +(n+3)&g0"t’+---) 
setzt, 
5.) F(a) = M+G(z)+R. 
Da die Grössen &, sämmtlich kleiner als & sind, so ist dem absoluten 
Werthe nach 
R << e(1—r)’ ((n-+ 1) "+ (n+2)x2"*'"+---) 


< e(l-z) (14224 30°+4 + (n +1)" + (n +2)" +...) e, 


also 


es <a 


pair 


% 
_ 
u 

z 
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Da die ganze Function @(z) für e=1 verschwindet, so nähert sie sich 
stetig der Grenze 0, falls x gegen 1 convergirt. Mit dieser Bemerkung 


zw 


verbunden zeigen die Relationen (5.) und (6.), dass sich F(«), falls x gegen 

















1 convergirt, der Grenze M nähert. Diese Behauptung hat nämlich fol- 
senden Sinn: Ist £ eine beliebig gegebene (positive) von Null verschiedene 
Grösse, so kann man eine Grösse « so bestimmen, dass sich für alle Werthe E I 
von z, die um weniger als «@ von 1 verschieden sind (1 selber ausge- 
schlossen), F(x) um weniger als 5 von M unterscheidet. Um dies einzu- 
sehen, zerlege man in zwei positive, von Null verschiedene Theile Jd 
und & Zu dem Werthe & ermittle man in der oben angegebenen Weise 


die (endliche) ganze Zahl ». Nunmehr bestimme man « so, das füralldE w 
Werthe von x, die um weniger als «@ von 1 verschieden sind, die (stetige E dı 
seren Null eonvergirende) ganze Function (»+1)ten Grades G(x) dem B p‘ 
absoluten Werthe nach <J ist. Dann ist Fir) -N=G(a)+R<d+:= 9 WB ke 
Den damit bewiesenen Satz kann man auch folgendermassen aussprechen. sp 

sts ++ So | di 





Ist s, eine von n abhängige Grösse, und nähert sich - 


n .. 

' h u üb 
bei wachsendem n einer bestimmten endlichen Grenze, so nähert sich 
ür 

—-L£ ( , 0 ...), { 

(1-2) ots 2 +04 G 

falls x beständig zunehmend gegen 1 convergirt, derselben Grenze. ve 
Zürich, October 1879. | un 
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Die Rechnung in den Nicht-Euklidischen Raumformen. 
(Von Herrn W. Killing in Brilon.) 


F Deksenilich hat man die Grundlage der Geometrie bei Euklid 
weniger in seinen Axiomen zu suchen, als vielmehr in den Definitionen, 
durch welche er die Grundeigenschaften des Raumes und gewisser Gebilde 

 E  postulirt. Von den Axiomen sind die beiden letzten, welche die Unendlich- 
keit der Geraden und die charakteristische Eigenschaft der Parallelen aus- 

sprechen, zwar für die Euklidische Raumform nothwendig, aber weder durch 


Zur 


die in den Definitionen vorausgesetzten Grundeigenschaften noch durch die 
übrigen Axiome bedingt. Indem man von ihnen absah, wurde man zu 
drei neuen haumformen geführt: der Lobatschewskyschen, in welcher die 
Gerade unendlich und die Winkelsumme eines Dreiecks von zwei Rechten 
verschieden ist, der Riemannschen, in welcher die Gerade geschlossen ist 
und die Ebene den Raum zerlegt, und zu einer dritten, welche ich (dieses 
Journal Bd. 86) die Polarform des Riemannschen Raumes genannt habe, 
und welche durch die Ebene nicht zerlegt wird. Die Art und Weise, wie 
man zu diesen drei haumformen gelangt ist, lässt die Frage noch offen, 
ob nur die vier bekannten Formen den Annahmen Euklids mit Ausschluss 
der beiden letzten Axiome genügen, oder ob noch neue gefunden werden 
können. Diese Frage erscheint um so berechtigter, wenn man bedenkt, 
dass die Lobatschewskysche Geometrie lange Zeit als die absolute bezeichnet, 
und dass später der Riemannsche Raum und seine Polarform nieht aus ein- 
ander gehalten wurden. Ich werde zeigen, dass in der That für das reale 
Gebiet nur die vier bekannten Formen existiren, dass sich aber in der 
Lobatschewskyschen Geometrie für ein ideales Gebiet, welches mit dem 
- reellen im Unendlichen zusammenhängt, mehrere Möglichkeiten denken 
lassen. Zu dem Zwecke leite ich aus den ersten geometrischen Sätzen die 
Möglichkeit der Rechnung her und führe dann die Rechnung fort, ohne 
die entsprechende geometrische Construction hervorzuheben. Dabei glaubte 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 4. 34 
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ich mich an frühere Arbeiten möglichst eng anschliessen zu sollen, nament- 


lich wegen ihres analytischen Charakters an die Etudes sur la theorie des s 
paralleles par Flye Sainte-Marie (Paris 1871) und die Abhandlung des Herrn r 
Newcomb in diesem Journal Bd. 83. Die Grundgedanken der Nummern 2 je 
bis 4 sind in diesen Arbeiten enthalten, und ich habe den Beweis in 4 V 
gerade deshalb mitgetheilt, weil er gar keine neuen Gedanken voraussetzt. 

Auf diesem Wege gelangt man zu den wichtigsten Formeln für die D 
bekannten Raumformen, und es bietet sich die Möglichkeit, auch die übrigen = 
Axiome Euklids, die Grössensätze, nach ihrer Grundlage und ihrem Gel- E 9; 
tungsbereiche zu untersuchen. Es ergiebt sich das Resultat, dass die 2 
Grössensätze einfache Folgerungen aus den Lagenbeziehungen sind, wäh- Dun 
rend der umgekehrte Weg bisher stets zu Unzuträglichkeiten geführt ht. E « 
So ist bekanntlich der Satz unrichtig, welchen Riemann in seiner Habili- # fi 
tationsschrift zur Grundlage der speciellen Untersuchungen macht, nämlich int 
der Satz, dass jede Linie durch jede andere messbar sei, während umgekehrt an 
die von ihm gezogenen Folgerungen ziemlich leicht aus Voraussetzungen 
über die möglichen Bewegungen hergeleitet werden Können. 

Vor Herrn Newcomb (dieses Journal Bd. 83) war Herr F, Klein in 
seinen ersten beiden Abhandlungen über die Nicht- Euklidische Geometrie 
(Math. Ann. Bd. IV und Bd. VI) auf die Polarform des ARiemannschen uni 
kaumes gestossen und hatte geglaubt, sie als die einzige kaumform mit an; 
positivem Krümmungsmass annehmen zu müssen. In einer Besprechung has 
von Frischaufs Elementen der absoluten Geometrie (Fortschr. der Math. äns 
VII, 303) hat er, wie ich erst nach dem Druck meiner vorigen Arbeit mit 
erfahren habe, diesen Punkt wieder hervorgehoben und die Nichtbeachtung 0: 
desselben Herrn Frischauf in ziemlich scharfen Ausdrücken als Fehler an- 
gerechnet. Es sei mir gestattet, auf den Beweis des Herrn Klein genauer um 
einzugehen. Derselbe lässt sich etwa in folgender Weise zusammenfassen 
(l.e. Bd. IV, 8.604 und Bd. VI, S. 125): „Da jedem Strahle eines Strahlen- wei 
bündels auf einer um das Centrum des Bündels beschriebenen Kugel zwei hei 
Punkte entsprechen, so ist nicht die Kugel, sondern der Strahlenbündel das 
einfachste Bild einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit von positivem W 73 
Krümmungsmass; man muss daher annehmen, der Raum von drei Dimen- P yim 
sionen entspreche dem Strahlenbündel und nicht der Kugel, durch zwei Bein 


Punkte sei stets eine einzige Gerade bestimmt und der Raum werde durch F° Pur 
die Ebene nicht zerlegt.“ Ich kann weder die grössere Einfachheit des 
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genannten Gebildes anerkennen, noch den Schluss aus der Einfachheit auf 
die alleinige Möglichkeit für berechtigt halten. Der eigentliche Fehler 
scheint mir an einer anderen Stelle zu liegen. Ausser der Annahme, dass 
jede Raumform auf die Euklidische abbildbar sei, macht Herr Klein die 
Voraussetzung, welche bis jetzt die gewöhnliche war, dass im Euklidischen 
Raume die beiden unendlich fernen Punkte einer Geraden zusammenfallen. 
Diese ist aber durchaus willkürlich: Man kann mit gleicher Berechtigung 
annehmen, dass das Unendlichferne in dieser Geometrie zwei congruente 
Räume mit einander verbindet, dass also auch die Euklidische Raumform 
aus einem realen und idealen Theile besteht, dass jede Gerade durch ihre 
unendlich fernen Punkte in zwei congruente Theile zerfällt und dass zwei 
Gerade derselben Ebene stets zwei Punkte gemeinschaftlich haben, welche 
für Parallele in die unendlich ferne Ebene fallen. Bei dieser Anschauung 
ist es möglich, auch die Riemannsche Raumform in der von Herrn Klein 
angegebenen Weise auf die Euklidische eindeutig abzubilden. 


Raumformen von zwei Dimensionen. 


1. Wir betrachten zunächst eine Raumform von zwei Dimensionen 
und lassen es dahingestellt, ob sie einem Raume von mehr Dimensionen 
angehört oder nicht; im ersten Falle dürfen wir nur solche Bewegungen 
benutzen, bei welchen sie in Deekung mit ihrer Anfangslage bleibt. Ausser 
den allgemeinen Eigenschaften (Existenz von Linien und Punkten, der da- 
mit gegebenen Stetigkeit und der starren Beweglichkeit) legen wir ihr 
noch folgende bei: 

a) Axiom der Geraden: Es existirt eine in sich verschiebbare und 
umkehrbare Linie. 

b) Axiom des Kreises: Bei der Ruhe eines Punktes kann jeder be- 
wegte Punkt sich nur auf einer einzigen Linie bewegen und kehrt auf ihr 
bei fortschreitender Bewegung in seine Anfangslage zurück. 

Wir untersuchen nicht, ob diese Voraussetzungen auf eine geringere 
Zahl zurückgeführt werden können, da Euklid die genannten offenbar an- 
nimmt. Um den Untersuchungen über das Unendliehferne iberhoben zu 
sein, grenzen wir, was gestattet ist, ein Gebiet ab, in welchem durch zwei 
Punkte jedesmal eine einzige Gerade hindurehgeht und welches durch jede 
Gerade und jeden Kreis in zwei getrennte Theile zerlegt wird. Wir be- 
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schränken uns so lange auf dieses Gebiet, bis sich die Art der Fortsetzung 


2. Es leuchtet sofort ein, dass die gerade Strecke und der Winkel 
den Grössengesetzen gehorchen und der Messung unterzogen werden können; 
die Einheit kann in beiden Fällen ganz willkürlich gewählt werden und 
nur für den Winkel werden wir bald ein bestimmtes Mass festsetzen. Um 
zu Beziehungen zwischen den Gebilden derselben Figur zu gelangen, be- 
trachten wir an zwei einfachen Figuren gewisse stetige Formveränderungen. 
Wir denken zunächst drei Winkel «, £, y, deren Summe zwei Rechte be- 
trägt, in demselben Punkte so an einander gelegt, dass & der Nebenwinkel 
von P-+y ist; bei der Ruhe von « lassen wir 7 sich so bewegen, dass in 
jeder Lage «@ und y demselben Dreieck angehören. Da der dritte Winkel 
dieses Dreiecks in der Anfangslage mit dem Scheitelwinkel von P zu- 
sammenfällt, so ergiebt sich der Satz: Wenn die Summe dreier Winkel 
zwei hechte beträgt, so giebt es ein Dreieck, in welchem zwei Winkel 
entsprechend gleich sind zweien der gegebenen und der dritte sich von 
dem dritten gegebenen Winkel beliebig wenig unterscheidet (Flye Sainte- 


An zweiter Stelle betrachten wir ein Dreieck ABC und lassen darin 
AC und den Winkel C ungeändert, aber den Winkel A unbegrenzt ab- 
nehmen; dann zeigt die Grenzlage, in welcher AB mit AC zusammenfällt, 
dass bei hinlänglicher Kleinheit von A auch BC, sowie die Differenz von 
AB und AC unter jede Grenze sinkt und der Winkel B sich dem Neben- 


Die Verbindung der ersten Bewegung mit der zweiten führt zu dem 
Satze: Lässt man einen Winkel eines Dreiecks constant, aber einen anderen 
unendlich klein werden, so wird das Verhältniss der Gegenseite des un- 
endlich kleinen Winkels zu jeder der beiden anderen Seiten unendlich klein. 
3. Diese Sätze ermöglichen es zu zeigen, dass die Berechnungen, 
welche in der Euklidischen Ebene in Folge des Parallelaxioms allgemeine 
(Grültiekeit haben, ohne dieses Axiom auf ein unendlich kleines Gebiet an- 
gewandt werden dürfen. Es sei gestattet, eine Beweismethode darzulegen. 

Man vergleiche zwei Vierecke ABCD und ABC'D, denen folgende 
Eigenschaften zukommen: Die Winkel B und D des ersten seien Sup- 
plemente von A, dagegen seien im zweiten die Gegenseiten und deshalb 


Lässt man die ganze Figur un- 
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endlich klein werden, so wird die Differenz der Winkel an B (resp. an D) 
unendlich klein. Daraus folgern wir: In jedem Viereck, in welchem zwei 
Gegenwinkel B und D constant und gleich, ein dritter A ihrem Sup- 
plemente gleich ist, während der vierte C sich dieser Grösse unbegrenzt 
nähert, wird sich auch das Verhältniss je zweier Gegenseiten (AB und CD, 
BC und DA) unbegrenzt der Einheit nähern. 

Daraus folgt leicht: Wenn zwei Dreiecke in zwei Winkeln über- 
einstimmen und sich beide so verändern, dass diese Winkel constant bleiben 
und das Verhältniss der eingeschlossenen Seite des ersten zu der des zweiten 
sieh nicht ändert, so nähert sich das Verhältniss je zweier homologer Seiten 
um so mehr demselben Verhältniss, je näher die Winkelsumme an zwei 
techte kommt. 

Demnach können wir durch unendlich kleine rechtwinklige Dreiecke 
mit einem constanten spitzen Winkel Funetionen als Grenzwerthe derjenigen 
Verhältnisse definiren, durch welehe die eyelometrischen Functionen in der 
Euklidischen Geometrie allgemein definirt werden. Dadurch gelangen wir 
zu denselben Functionen und zu dem Resultate, dass für unendlich kleine 
Dreiecke die Trigonometrie der Euklidischen Ebene gilt. Für das Unend- 
lichkleine gilt auch die Archimedische Kreismessung, und wir können als 
Mass eines Winkels den Grenzwerth des Verhältnisses festsetzen, in wel- 
chem für einen um den Scheitel beschriebenen Kreis bei unendlich kleinem 
hadius der zugehörige Bogen zum Radius steht. 

4. Wir kehren jetzt zu der zweiten Bewegung zurück, welche wir 
uns oben vorgeführt haben, wo in einem Dreieck eine Seite b und ein an- 
liegender Winkel y constant bleibt, während der zweite anliegende Winkel 
ce unendlich klein wird. Dann wissen wir, dass zugleich seine Gegenseite 
a unendlich klein wird. Indem wir den Winkel « halbiren, wird sich das 
Verhältniss der Stücke, in welche die Gegenseite durch die Halbirende 
getheilt wird, der Einheit unbegrenzt nähern. Das Verhältniss a:« wird 
bei unendlich kleinem « durch Halbiren nicht geändert und demnach wird 


da = . r . r .. 
j, "ur von b und y abhängen, und wenn wir den Werth dieses Verhält- 


K ” st s .  f(b ; 
nisses für y = z als f(b) bezeichnen, gleich sein m. Bei der oben an- 
S Y 
. . b ER . . . . 
gegebenen Winkelmessung ist ferner [ = für ein unendlich kleines 5b gleich 


der Einheit. Beiläufig bemerken wir noch, dass der Umfang eines Kreises 
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mit dem Radius r gleich ist 2nf(r). Die vorläufig unbekannte Function 
f(b) hat eine erste Ableitung, wie man aus den Sätzen in Nummer 3 sofort 
erkennt. Betrachten wir jetzt «' als veränderlich zwischen den Grenzen « 
und OÖ, und demnach «a, ec’ und ?' als Functionen von e', so gelten für 
jede beliebige Grösse von «@' mit Weglassung der Marke die drei Glei- 
chungen (vergl. Flye Sainte-Marie ]. ce. p. 81; Newcomb 1. ec. p. 296): 


en da _ f(e) da _ 
1) u u sin?’ da [(e). 
Aus ihnen folgt: 
dc f(e)eos $ 
dß —_ f'(eJsinß ’ 


und daraus ergiebt sich durch Integration unter Berücksichtigung der Grenze 
für a=0: 
(2)  f(e)snß = f(b)siny. 

Durch Erhöhung der Buchstaben (d. h. durch Betrachtung einer 
ähnlichen Veränderung, bei der e und « constant bleiben) ergiebt sich: 

f(a)siny = f(e)sine. 

Indem wir diese Gleichung für veränderliche Werthe von oe, a, e 
differentiiren und für die Differentialquotienten die Werthe (1.) einsetzen, 
erhalten wir die neue Gleichung: 

(3)  flo)f'(a) = fla)f' (ce) cosß+ f(b)cose, 
mit welcher wir die folgende verbinden: 
f(e)f'(b) = fib)f (e)eosa@-+ fla)cosP. 
Aus beiden folgt: 
(4)  fib)I1-[f'(O)}!eosa = fle)!f'(a)—f'(b)f (e)} 
und mit ihr muss die Gleichung bestehen: 
feil—[f(DT}eose = fib)If (a) b)f (o))- 


Demnach gilt für je zwei Seiten eines Dreiecks und somit allgemein die 
Relation: 
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wo 4° bei dem gewählten Längenmasse für die Raumform constant ist und 
als der reeiproke Werth des Krümmungsmasses bezeichnet wird. Aus 
(9.) folgt: 
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(6.) fle)=ksin 2 [= 608, 
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und diese Werthe liefern in (2.) bis (4.) eingesetzt, die Hauptformeln der 
Trigonometrie. 

Die Verbindung von (1.) und (5.) führt zu folgender Definition des 
Krümmungsmasses: man errichte in dem einen Endpunkte einer beliebigen 
Strecke auf ihr eine Senkrechte und lege in dem andern einen unendlich 
kleinen Winkel d« an; wenn in dem so entstandenen Dreieck die Gegen- 
seite des unendlich kleinen Winkels gleich da und der Unterschied des 
dritten von einem Rechten gleich d? gesetzt wird, so ist: 

1 da’—dß’ 
k da’ 


d5. Wir versuchen, die Function f(x) für die Bestimmung der Lage 
eines Punktes zu benutzen. Liegen drei Punkte 1, 2, 3 in einer Geraden, 
so gilt für jeden weiteren Punkt 4 derselben Geraden die Gleichung: 
FEB) FAN HFENF2N+FL2FEH = 0, 

wenn (ız) den Abstand der Punkte ı und z nach Grösse und Richtung be- 
zeichnet. Wenn wir durch 1, 2, 3 beliebige Gerade hindurchlegen, welche 
ein Dreieck einschliessen, und sie zu Coordinatenaxen wählen, so ziehen 
wir von 4 aus Strecken r,, r, r, nach denselben unter den Winkeln 
,, u, v und bezeichnen die f(r,), f(r), f(r;) mit x, y, z; wenn dann die 
segebene Gerade mit den Axen die Winkel «, 5, y bildet, so ist: 
f(23)sinA 0 f(31)sinu f(12)sinv 


sin @ Ei sin $ Tsiny 


I 


3 =(. 


In dieser Gleichung ändern sich nur x, y, z, wenn man den Punkt 4 be- 
liebig auf der Geraden verschiebt; sie ist also die Gleichung der gegebenen 
Geraden. Für jeden andern Punkt können z, y, 3 entsprechend bestimmt 
werden und ergeben für jede Gerade eine homogene lineare Gleichung. 
Demnach stimmen alle kaumformen, welche den obigen Voraussetzungen 
genügen, in den projeetivischen Eigenschaften mit der Euklidischen überein. 

Um die Transformation der Coordinaten zu übersehen, beachte man 
Folgendes. Gehen drei Gerade durch denselben Punkt und werden von 
einem beliebigen Punkte aus nach ihnen unter festgesetzten Winkeln Strecken 
%ı, %,, 2’ gezogen, so besteht die Gleichung: 

afa)tafle) = fr), 

wo a, und o, für alle Punkte constant sind. Indem man durch einen 
Punkt der dritten Linie zwei weitere Geraden legt und nach ihnen die 
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Strecken x; und x, unter festen Winkeln zieht, ergiebt sich für die vier 
Strecken die Relation: 


(7.) afa)tefle)tofl)+a,fle,) =, 


wo eine der Constanten «, nur dann verschwinden kann, wenn drei Linien 
durch denselben Punkt hindurchgehen. Die Gleichung (7.) vervollständigt 
auch den Beweis, dass die Gleichung einer jeden Geraden linear homogen 
sei, indem sie die Voraussetzung, dass die Gerade die drei Axen schneidet, 
als überflüssig hinstellt; man erkennt leicht, wie auch die bei der Herleitung 
von (7.) gemachte Voraussetzung beseitigt werden kann. 

6. Um mit den Coordinaten selbst zu rechnen, wie es für metrische 
Relationen nothwendig ist, muss man die Gleichung kennen, welche zwischen 
ihnen besteht. Indem man die Existenz einer solchen Gleichung voraus- 
setzt, kann man ihre Gestalt durch einfache Ueberlegungen bestimmen. 
Indessen ist ihre Herleitung nicht schwer. Schon Gudermann hat in seiner 
niedern Sphärik ($. 3596) die Relation zwischen den Abständen eines Punktes 
auf der Kugel von drei Hauptkreisen hergeleitet, und es ist leicht, seinen 
Beweis so umzuändern, dass nur die Gleichungen (2.) bis (6.) benutzt 
werden. Diese Relation gilt also für unsere Raumformen. Wir möchten 
sie auf einem andern Wege herleiten, der sich leicht auf beliebig viele 
Dimensionen überträgt. ABC sei das Coordinatendreieck, P ein beliebiger 
Punkt; wir ziehen durch P eine Ecktransversale, etwa AP, welche die 
gegenüberliegende Seite in M schneidet. Wir setzen f'(BC)=a u. s. w., 
AM= m; die Coordinaten von A, B, C seien z,, 0, 0; 0, y, 0: 0, 0, z,; 
die von P:x, y, z; die von M:0, y, 2. Dann gelten die Relationen: 


a. Et 

(@.) y 2 

y” "? y'z' 

Et 22 Zu 


x” 


e) ++ m 


zT 


 =1. 
04 





Indem man die Gleichung (4.) (den Cosinussatz) auf die Dreiecke AMB 
und AMC, und zwar jedesmal für den Winkel M anwendet und diesen dann 
wegschafft, ergiebt sich die Gleichung (Gudermann, 1. ce. $. 239): 


(d) fm) = eh +b- 
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Aus (a.) und (b.) folgt: 


2 2 2 
! Po ’ U% 
(e. ' E un y + —: - BAT Yy - 
Yy Yo Fo Yo =“) 


Vermittels (d.) und (e.) nimmt (e.) folgende Gestalt an: 


) 


Be En ey 
(8.) + Y +—-+2a B- +25 —- +2 —- =] 
T, Y, 3, Y,%% 2,7%, T,Y, 


und dies ist die gesuchte Relation. 

7. Die Gleichung der Geraden behält ihre charakteristische Ge- 
stalt, wenn man an Stelle der x, y, z neue Variable einführt, welche ho- 
mogene lineare Funetionen der ursprünglichen sind. Diese können so ge- 
wählt werden, dass die linke Seite von (8.) sich als Summe von Quadraten 
darstellt. Da a zwischen be+Y(1—b’)(1—c’) liegt, so erhalten wir für ein 
positives 4’, wo a, b, e sämmtlich <1 sind, nur positive Quadrate und 
wir gelangen zu der Form: 

v+o0+w = 1: 
für ein negatives Ak, wo a, b, e_>1 sind, ergiebt sich: 
W—ev—u’ = 1. 
Um beide Fälle zusammenzufassen, ändern wir in etwas die Bedeutung von 
ve und ® und schreiben nach dem Vorgange des Herrn Weierstrass die 
Gleichung in der Gestalt: 
(9.) Ku+eo+w = K. 


Nun lässt die Definition von A° noch die dritte Möglichkeit zu, dass 
k= x ist; in diesem Falle bestehen zwischen den Coordinaten x, ®, w und 
solchen transformirten U, V, W, welche einer starren Bewegung ent- 
sprechen, zwei Gleichungen, deren einfachste Form ist: 


u=U, v+w'= V’+W’+U(eaU+PV+YW), 


wo o, 5, y willkürlich sind. Die erste wird auch in diesem Falle dureh 
die Gleichung (9.) angegeben. 

Jede stetige Transformation der linken Seite von (9.) in sich stellt 
eine starre Bewegung der Raumform in sich dar. Um alle Transfor- 
mationen der Art zu erhalten, wählen wir drei reelle Grössen A, u, vr, 
setzen zur Abkürzung #+ Ku +kr'—=n’ und gelangen für ?7>0 zu fol- 
genden Transformationscoeffieienten : 
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gesetzt werden. Für dieselben Werthe von 4, u, v ist die dem Werthe 
r+7' entsprechende Transformation zusammengesetzt aus den beiden Trans- 
formationen, welche durch Einsetzung von r und 7’ erhalten werden; die 
beiden letzten sind vertauschbar. Aendert sich in diesem Falle 7 stetig, 
so beschreibt jeder Punkt eine in sich verschiebbare Linie. Liegt umge- 
kehrt eine solche Linie vor, so haben wir nur A, u, v passend zu wählen, 
um durch die angegebenen Coeffiecienten eine Bewegung darzustellen, bei 
welcher diese Linie in sich verschoben wird. 

8. Es würde jetzt unsere Aufgabe sein, die analytisch definirten 
Bewegungen geometrisch zu Fr a Wir könnten etwa zunächst 





v=() annehmen und den Werth z von Null aus stetig wachsen lassen. 


Da die Durchführung sich aus den früheren Arbeiten von selbst ergiebt, 
wollen wir nicht näher darauf eingehen. Wir gelangen zu den vier be- 
kannten Raumformen und erkennen, dass nur sie den Euklidischen Voraus- 
setzungen mit Ausschluss der Unendlichkeit der Geraden und des Parallel- 
axioms genügen. Nur über die Lobatschewskysche Raumform seien einige 
Bemerkungen gestattet. Gehen wir vom Punkte 1, 0, 0 aus, so werden 
wir, weil A’ negativ ist, bei jeder Bewegung in einem Gebiete bleiben, für 
welches « positiv ist. Mit diesem Gebiete können wir analytisch ein zweites 
zusammenhängend denken, welches ebenfalls der Gleichung: 
9) Kute+w = K 

genügt, in welchem »# negative Werthe hat; der Zusammenhang wird ver- 
mittelt durch unendlich grosse Werthe von », v, w, welche die linke Seite 
von (9.) verschwinden lassen. Da die angegebenen Transformationen 
höchstens zwei Tripel x, vo, w und —au, —v, —w ungeändert lassen, so 
können wir auch nur entgegengesetzt gleichen Coordinatenwerthen denselben 
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Punkt zuordnen. Lassen wir jedem Punkte ein einziges T'ripel entsprechen, 
so setzt sich an den reellen (d.h. nach unseren geometrischen Methoden 
erreichbaren) Raum im Unendlichen ein zweiter an, welcher mit ihm in 
allen Beziehungen übereinstimmt. Wenn aber je zwei Tripel «, e, w und 
—u, —v, —w denselben Punkt darstellen, so kehrt der Raum im Unend- 
lichen in sich zurück. 


Nun war die Gleichung (9.) nur durch Betrachtung des reellen 
Theiles erhalten; wir sind daher nicht verpflichtet, ihre Gültigkeit auch 
für den idealen Raum vorauszusetzen. Ausser dem Zusammenhang im Un- 
endlichen ist nur erforderlich, dass für beide dieselben Transformationen 
gelten. An das reale Gebiet schliessen wir demnach jetzt ein ideales an, 
welches der Gleichung 

Ku+e+w = —K 

genügt; hieran setzt sich ein drittes an, welches wieder der Gleichung (9.) 
genügt und die negativen Werthe von a enthält. Bei eindeutiger Zuordnung 
von Punkt und Tripel können wir den ganzen Raum als aus drei T’'heilen 
bestehend denken, von denen zwei eongruent sind, während der dritte, sie 
verbindende Theil wesentliche Verschiedenheiten zeigt. Machen wir aber 
die zweite Art der Zuordnung, so erhalten wir zwei wesentlich verschiedene 
Theile des Lobatschewskyschen haumes. Die zuletzt angegebene Möglich- 
keit scheint man bisher allein betrachtet zu haben (man vergleiche Klein, 
l.c.: Beltrami, Giornale di Matematiche VI oder Annales de l’&cole nor- 
male VI; eo. Escherich, Sitzungsberichte der Wiener Akademie Bd. 69). Sie 
entspricht der Abbildung auf die Euklidische Ebene, wenn man sie im Un- 
endlichen in sich zurückkehrend denkt, während bei der dritten Vorstellung 
diese Ebene als doppelt vorausgesetzt wird. Die beiden ersten Formen 
können erhalten werden durch Abbildung auf eine Kugel. und da man 
darauf bis jetzt nicht aufmerksam gemacht hat, möchten wir sie im Anhange 
genauer vorführen. 

9. Für die vorliegenden Raumformen gelten die Grössensätze in 
derselben Ausdehnung, wie für die Euklidische Ebene. Um einen von den 
Punkten a und b begrenzten Bogen zu messen, wähle man auf ihm der 
teihe nach »—1 Punkte a,...a,_, und bezeichne die geraden Strecken 
zwischen zwei auf einander folgenden Punkten als s,...s,. Zwischen diese 
Punkte schiebe man beliebig viele andere ein und nenne jetzt die ge- 
brochenen Strecken zwischen je zwei Punkten a,_, und a, der Reihe nach 
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$j...8,. Wenn der betrachtete Bogen überall Tangenten hat, so kann man 


die Punkte a,...a, , derartig wählen, dass unabhängig von der Art der 
! 


. y. . . $ . . u 
weiteren Einschiebung jedes „ beliebig nahe an 1 kommt. Die Summe 


t 
s;++s, hat also einen endlichen Grenzwerth, der von den gewählten 
Punkten unabhängig ist; er muss als Länge des Bogens definirt werden. 
’ 


Nun ist die Länge s einer von den Punkten «, ®, w; w, v', w' begrenzten 
geraden Linie durch eine der beiden Gleichungen gegeben: 


7 $ y 
k’ cos = kKuu+vo+ww', 
[7 
en s \ 
sin = (o w— vo’ w)’+ h’(wu'— w'u)’+k’ (uo'— wo)”. 


Kommen die Punkte einander unendlich nahe und sind die Coordinaten des 
zweiten u+du, o+de, w+ dw, so besteht die Gleichung: 
kKudu+od+wdw = (, 
und an die Stelle der letzten Gleichung tritt: 
(11) ds’ = KdW+do’+dw”. 
Unter der angegebenen Bedingung stellt also ds das Bogenelement der 
Curve dar. 

10. Die Gültigkeit der Grössensätze für beliebige Flächen lässt 
sich in der Euklidischen Ebene dadurch zeigen, dass man ein Quadrat, 
dessen Seite gleich ist der Längeneinheit, in »* neue Quadrate mit der 
Seite ; zerlegt, das zweite Quadrat, so oft es angeht, und das sei «-mal 
möglich, in die zu messende Fläche hineinlegt und alsdann zeigt, dass sich 
en für wachsendes » einer bestimmten Zahl nähert, welche unabhängig ist 
von der Art, wie man v hat wachsen lassen. Um diese Methode auf die 
Nicht-Euklidischen Raumformen zu übertragen, hat man nur den Satz zu 
beweisen: 

Construirt man zwei Vierecke, von denen das eine einen rechten 
Winkel und vier gleiche Seiten hat, das andere mit ihm in der Seite über- 
einstimmt und regulär ist, so lässt sich der Ueberschuss des einen über 
das andere in jedem von beiden beliebig oft abtragen, wenn man die Seite 
klein genug werden lässt. 

Demnach kann man solche Vierecke ebenso benutzen, wie die kleinen 
(Juadrate in der Euklidischen Ebene, und das Verhältniss der Zahlen, welche 
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angeben, wie oft sich jedes der beiden Vierecke in einer gegebenen Fläche 
abtragen lässt, der Einheit beliebig nahe bringen. Geben wir den Vier- 


. . 1 as . . . . . 1. .. . 
eeken die Seite r der Längeneinheit, so soll diejenige Fläche als Einheit 


sewählt werden, für welche jene Zahlen immer näher an v’ kommen. 
Wenn ein solches Viereck in einer gegebenen Fläche «u-mal abgetragen 
werden kann, so stellt - die Masszahl der Fläche dar. 


Bei dieser Masseinheit ist die Fläche dF eines Viereceks mit den 
Ecken u, ©, w; u+du, ...; u+du, ...; u+du+du, ... gleich dem Pro- 
duete zweier zusammenstossenden Seiten in den Sinus des eingeschlossenen 
Winkels, also: 

u du du 
(12) dF = v da d 
w dw dw 

Statt die Formeln (11.) und (12.), wie hier geschehen, geometrisch her- 
zuleiten, kann man sofort von ihnen ausgehen und beweisen, dass sie selbst 
und ihre Integrale allen Forderungen genügen, welche geometrisch zu 
stellen sind. Dieser Nachweis ergiebt sich mit der höchsten Einfachheit. 


Raumformen von drei Dimensionen. 

11. Wir betrachten nur solehe Raumformen von drei Dimensionen, 
für welche die Ebene existirt, d.h. eine Fläche, welche den in $.1 an- 
gegebenen Voraussetzungen genügt und bei der Ruhe einer in ihr liegenden 
(Geraden umkehrbar ist. In einer solchen Raumform grenzen wir wieder 
ein Gebiet ab, für welches durch zwei Punkte eine einzige Gerade hin- 
durehgeht, und erkennen, dass hier alle vom Parallelaxiom unabhängigen 
Sätze Euklids gelten. Wir benutzen ausser dem Satze über den Schnitt 
zweier Ebenen und über den Schnitt einer Geraden durch eine Ebene nur 
die Existenz der Kugel, die Sätze über die Winkel, welehe eine von einer 
bene geschnittene Gerade mit den durch ihren Fusspunkt gehenden Geraden 
bildet, sowie den über den Neigungswinkel zweier Ebenen. Dass letzterer 
vom Parallelaxiom unabhängig sei, haben Bolyai und Lobatschewsky bewiesen. 

In der Ebene denken wir 4 in der angegebenen Weise bestimmt; 
dadurch sind die Beziehungen zwischen den Seiten und Winkeln einer jeden 
ebenen Figur gegeben; Kreisbogen können, wie bemerkt, durch die gewählte 
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Längeneinheit gemessen werden. 
kaumform der untersuchten Art betrachtet werden, und wenn man die Bogen 
ihrer Hauptkreise durch die angenommene Längeneinheit misst, so wird das 
reciproke Krümmungsmass einer Kugelfläche mit dem Radius r gleich 
E 
Strahlenbündel und Ebenenbündel als eine solche Raumform betrachten, 
wo der Abstand zweier Elemente durch ihren Winkel angegeben wird. Bei 
der festgesetzten Winkelmessung wird für beide Formen k=1, und für 
den Strahlenbündel gelangt man zu zwei Formen, je nachdem man die 
Strahlen im Centrum begrenzt denkt oder nicht; der Ebenenbündel liefert 
nur eine Raumform, für welche x, v, we und —u, —o, —w dasselbe Element 
darstellen. 


sein: [f(r) = k’sin’—, also stets positiv. Wir können schliesslich jeden 


12. Wir gehen dazu über, ein Coordinatensystem aufzustellen, welches 
dem für zwei Dimensionen gegebenen vollständig entspricht. 

Als Coordinatenebenen wählen wir die Flächen eines T'etraeders, ziehen 
von dem zu bestimmenden Punkte Strecken r,...r, nach den Flächen unter 
einem für jede festgesetzten Winkel und bezeichnen z=f(r,), y=f(r,). 
s=f(r), p=f(r,) als die Coordinaten des Punktes. Dann können wir 
wieder auf doppelte Weise zeigen, dass die Gleichung jeder Ebene homogen 
linear in x, y, z, p sei. Nehmen wir nämlich erstens an, die Ebene 
schnitte die vier Coordinatenebenen, so gilt für die Abstände x,...x, eines 
jeden Punktes der Ebene von den Schnittlinien die Relation: 

(7.) afa)tefe)tsfa)taufle) =. 
Jedes f(xz,) haben wir mit einem constanten Factor zu multiplieiren, um 
die entsprechende Coordinate zu erhalten; somit ist die Gleichung einer 
jeden solchen Ebene homogen linear. Zweitens können wir leicht zeigen, 
dass die senkrechten Abstände z,...x, eines beliebigen Punktes von fünf 
festen Ebenen durch die Relation verbunden sind: 


(13.) afa)tofe)tof)to,fla)taosfle) = 0; 
hier hat man nur jeden Coefficienten mit einem constanten Factor zu mul- 
tiplieiren, wenn die senkrechten Abstände durch Strecken ersetzt werden, 
welche unter einem beliebig festgesetzten Winkel nach den Ebenen ge- 
zogen sind. 
Nachdem hierdurch eine Grundlage für die projeetivische Geometrie 
gewonnen ist, lässt sich die für metrische Zwecke nothwendige Relation 


Auch jede Kugelfläche kann als eine 
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_ 


zwischen den Coordinaten leicht auffinden. A,...A, seien die Ecken des 
Tetraeders mit den Coordinaten x, 0, 0, 0 ete.; jede Kante, welche durch 
die Ecken A, und A, begrenzt wird, werde mit A, und f’(A,) mit a, be- 
zeichnet. P habe die Coordinaten x, y, z, p; man ziehe durch P und eine 
der Ecken, etwa A,, eine Gerade, welche die gegenüberliegende Fläche in 
M scheidet; bezeichne die Coordinaten von M mit O0, y', 2’, p', die Länge 
A,M mit m. Dann gelten die Gleichungen: 


u Bde ze 

y' E z’ vr p' ’ 

y"” z'? p"” 9 z'p' 2 p'y' 2 y'z' 
++ +20 +20, +20, = 1, 

a a” *2,Po PR gu ’y3, 


ME; RER 
tr m=1, 


’ a ' z' ! 
f' (m) = 4, +0, gi +4, . 
Yo 0 Ps 


[A| 


Daraus leiten wir her: 





x” y ” pP’ xy ‚ 2 ‚ zp 
pn + y: + | + p? + 2a, — y, +24; 2 +20, z,D, 
(14.) 0 0 0 0 0J0 070 ort 
M.. FE 
+20, Po +20. P.Yo +20, Yo? - 


Um diese Gleichung ohne Rechnung auf die einfachste Form zu bringen, 
nehme man an, die drei Ebenen y=0, 3=0, p=0 ständen auf einander 
senkrecht; dann ist für alle von 1 verschiedenen Werthe von : und z (nach 
(4.) für @ = 90°): 

0,40. = 4. 
Jetzt genügt das gewöhnliche Verfahren, mittels dessen man die Möglich- 
keit beweist, eine quadratische Form als Summe von Quadraten darzustellen 
(Baltzer, Determinanten $. 13, 11), um diese Transformation auszuführen. 
Unter dieser Voraussetzung ist die linke Seite von (14.) gleich: 


mi y 5 p\ 21 y 2,8 2, P 
Pe, un 2 Ta, ) +(1-a:.) y? +(1-a;) z? +(1-a\,) p? : 
Wir können also die Gleichung (14.) durch die folgende ersetzen: 
15.) Ke+W+o0+w = KM. 
13. Ganz specielle Transformationen der Form KrF+wW+e’+w' in 
sich zeigen bereits, dass durch die Art der Ebene auch der Raum von drei 
Dimensionen vollständig bestimmt ist, dass durch die ‘Gesetze der Ebene 
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auch für den Raum alle Gleichungen gegeben und die Art bestimmt ist, 
wie dieselben geometrisch gedeutet werden müssen. Wir können daher das 





Krümmungsmass der Ebene auch als das des dreifach ausgedehnten Raumes 
betrachten. Bei positivem 4° wird die Ebene entweder durch die Gerade 
zerlegt oder nicht; im ersten Falle wird auch der Raum durch die Ebene 
zerlegt (Riemannsche Raumform): wird die Ebene nicht zerlegt, so ist auch 
im Raume ein Uebergang von einer Seite einer Ebene zur andern möglich, 
ohne durch die Ebene hindurchzugehen (Polarform des Riemannschen 
aumes). Bei einem negativen 4° (Lobatschewskyscher Raum) sind für die 
Ebene in Bezug auf die Fortsetzung über das Unendliche hinaus mehrere 
Fälle möglich; auch in dieser Hinsicht gilt für den Raum dasselbe, wie 
für die Ebene. 

Dennoch sei es gestattet, wenigstens die unendlich kleinen Be- 
wegungen genauer zu discutiren, da aus ihren Coefficienten sich die allge- 
meinen Transformationen leicht in derselben Weise ergeben, wie die 
Cayleyschen Coeffieienten einer quaternären orthogonalen Transformation 
aus denen einer unendlich kleinen, und ausserdem die den Coefficienten (10.) 
entsprechenden Formeln ohne Mühe hergeleitet werden können. Jede un- 
endlich kleine Transformation wird durch sechs unendlich kleine Grössen 


„fr 


(A, u,v; 4, w,v') bestimmt und hat die Coefficienten: 
1 h u v 
> } .k ’ ' 
(16.) | R ’ Yu 
\—vh Wo —l 1. 


Sollen die Werthe eines Quadrupels durch diese Transformation mit einem 
eonstanten Factor 14 multiplieirt werden, so sind die Gleichungen er- # 
forderlieh: 


ot+ku t+tuctre = (, 
gie an +vo— uw 0, 
(11) «4 k y 
—uktvatwc+Hw =, 

—rvkt+wWa-Ner+ow =. 

Die Werthe von » ergeben sich aus der Gleichung: 
[o'+ (Her RH Hu Hr )+h lan +uu+ vv) 
| — w+nw’-+k q' —(), 


(18.) 
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eder Wurzel w lässt sich eine zweite »’ so zuordnen, dass oo’ = —kq ist. 
q 
Indem man die vier Gleichungen der Reihe nach mit #t, a, v, o mul- 
iplieirt und addirt, ergiebt sich, dass für ein von Null verschiedenes w 
I he) 
sein muss: 
Kruteo+W = (0. 
Wird die zweite mit 4, die dritte mit «', die vierte mit » multiplieirt und 
addirt, so folgt: 
— (kN +uW+rvrv)\ttollutwWo+rviw) = (. 
Eine ähnliche Relation ergiebt sich aus je drei anderen Gleichungen. Ist 
g von Null verschieden, so folgt aus ww = —.kq: 
kot+,u +We +vVo =, 
—Kit+kwWw+hve—-kKuw = N, 


kKut—kvoe +kwWe+kiwe =, 


\ 


kKvt+kuu -Kie-+kww 


Aehnliche Beziehungen gelten für g=0. Leitet man aus einer unendlich 
kleinen Transformation (4, u,v; #4, w,v') eine zweite (A, wW,v'; Ki, ku, k'v) 
her, so führt die Anwendung dieses Bildungsgesetzes auf die zweite zu der 
ersten Transformation zurück, da alle Coefficienten mit 4° multiplieirt 
werden. Zwei solche 'Transformationen mögen daher als conjugirt be- 
zeichnet werden. Wenn das absolute Glied g nicht verschwindet, so werden 
für beide Transformationen dieselben Quadrupel ihre Verhältnisse behalten. 
Wenn hingegen q verschwindet, so wird für #*>>0 bei jeder von beiden 
Bewegungen eine Gerade in Ruhe bleiben, und die beiden Geraden sind 
einander so zugeordnet, dass die Drehung um die eine Gerade eine Ver- 
schiebung längs der anderen zur Folge hat: für #<Z0 ist nur eine der 
beiden Geraden reell. Soll aus zwei conjugirten Transformationen, für 
welche q nicht verschwindet, eine neue 


(A+o4, u+ow, v+orv'; W+ok’i, W+ok’u, v'+ol’v) 


hergeleitet werden, in deren Determinante das absolute Glied verschwindet, 
so muss eo einer quadratischen Gleichung genügen; diese ist so beschaffen, 





. r . 1 r . . . 
dass die Wurzeln reell sind und das Produet „ ergeben. Zwei conjugirte 


Transformationen lassen sich also immer zu einer neuen zusammensetzen. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 4. 36 






en 
a a 


IR} 1 
a 2 > 


a 
1 


”f 


RERITENTENEN 


EN 







#* 


5 Ayo £ | BT 
EN SE 
i BER id FEN 








282 Killing, die Rechnung in den Nicht-Euklidischen Raumformen. 


für welche das absolute Glied der charakteristischen Gleichung verschwindet; 
dies ist in doppelter Weise möglich und die neuen Transformationen sind 
selbst eonjugirt. Wir können daher auch die ursprüngliche Transformation 
aus den beiden letzten zusammensetzen; dies gilt auch, wenn die Trans- 
formation sich selbst conjugirt ist, da (A, u, v; ki, ku, kv) aus (0,0, 0; 
ki,ku,kv) und (A, u,v; 0,0,0) zusammensetzbar ist. Somit erhalten wir 
den schon früher gefundenen Satz (Lindemann, Math. Ann. VII, p. 73): 

Jede unendlich kleine Bewegung lässt sich zusammensetzen aus 
einer Drehung um eine Gerade und einer Verschiebung längs derselben 
(reraden. 

14. Es sei gestattet, hier einige Formeln zusammenzustellen, welche 
für mancherlei Untersuchungen von Wichtigkeit sind. Zwischen den Coef- 
fiecienten der Gleichung einer Ebene 


(19) akt+bu+tce+tew = 0 
setzen wir die Relation fest: 

20) Ka+tb+c+e = 1; 
wendet man auf die linke Seite von (19.) die Transformation (16.) an, so 
werden die Coefficienten durch die reciproke Transformation (—4, —u, —v; 
— u, —v', —4') verändert, und die Relation (20.) bleibt bestehen. Der Ab- 


stand o eines Punktes (f, a, v, w) von der Ebene (19.) wird durch die 
Gleichung gegeben: 





(21) akt+bu+co+tew = ksin r r 


der Winkel %, den zwei Ebenen mit einander bilden, ergiebt sich aus: 
(22) Kaa+bb'+cc tee = 608g, 


wenn die Gleichungen der beiden Ebenen in der Normalform gegeben sind. 

Für die Geraden genüge es, die Beziehungen aufzustellen zwischen 
den sechs Grössen, welche Pläcker als die Coordinaten auffasst. Die Grlei- 
chungen zweier Ebenen mögen in der Normalform die Üoefficienten a, b, 


c, e und a’, b’, c', e haben; dann führe man die Bezeichnungen ein: 


=ab—ab, p=ac-—-ac, B=ae-ae, 
„=ce-ce, =eb-eb, g=bc—-b'e. 


Bekannte Sätze führen zu den beiden Relationen: 
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(23.) NR: t+GB = V, 
2/22 2 2 2 2 ? 23 
(24.) k MIETE +EtEt+n = SIn’Y, 
wo p den Winkel der Ebenen darstellt. Vermittelst dieser Grössen lassen 
sich die Raumgeraden leicht der Rechnung unterziehen. 

Die Herleitung der Ausdrücke für das Differential des Bogens, der 
Fläche und des Volumens ist durch die obigen Betrachtungen (No. 10) genau 
gekennzeichnet. Wir schreiben die Formeln wieder in der allgemeinsten 
Form hin, damit die Specialisirung sich dem gerade vorliegenden Probleme 
genau anschliessen kann. Für das Bogendifferential ds einer Curve ist: 


(25.) ds’ = Kdtl+du’+ do’ + dw’. 


Das Differential dF der Fläche eines unendlich kleinen Dreiecks mit den 
Ecken #..., t+dt..., t+df‘... wird durch die Gleichung gegeben: 


4dF’ = K (dtdw'—dt' du)’+k° (dtdo’—dt' do)’ + k’(dtdw' —dt' do)’ 


26.) | | 
| + (dv dw — dv’ dw)’+ (dw du — dw 'du)’+ (dudv'—du' de)”. 


Endlich ist das Volumen dY eines unendlich kleinen Tetraeders. dessen 
Ecken sind #..., t+dt..., t+dt'..., t4+dt"..., gleich: 


t dt dt dt 


27) av ‚ua du du du 
D ( i Bu . 
"ee de de de" 


vv de dw dw" 


Bemerkung. Man kann eine Raumform von » Dimensionen durch 
die Coordinaten &,, &, ... x, darstellen, wenn man annimmt, dass jeder 
starren Bewegung eine "Transformation entspricht, bei welcher stets ist: 


Die Eigenschaften einer solchen Raumform sind bereits, namentlich für 
k“<-0, von Herrn Beltrami (Annali di Matematica. Ser. II. Tom. II) aus 
einer etwas anderen Gleichung hergeleitet worden. Für die geometrische 
n(n-+1) 
2 
der Beweglichkeit hat, und dass in ihr ein Gebilde von »—1 Dimensionen 


(n—1) 


existirt, welches sich als Raumform mit = r 


Herleitung haben wir vorauszusetzen, dass die Raumform Grade 
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- Graden der Beweglichkeit 
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En 


auffassen lässt und welches bei der Ruhe eines Gebildes von »—2 Dimen- 
sionen umkehrbar ist; diesen Gebilden, welche ich Hauptgebilde (oder auch 
im Gegensatz zu Riemann ebene Gebilde) nennen möchte, sind entsprechende 
Eigenschaften beizulegen, bis wir zu dem Hauptgebilde von zwei Dimensionen 
kommen, für welches die Voraussetzungen von No. 1 zu machen sind. Dann 
handelt es sich nur um den geometrischen Beweis der beiden Sätze: 

Haben zwei Hauptgebilde zwei Punkte gemeinschaftlich, durch welche 
sich nur eine einzige Gerade hindurchlegen lässt, so haben sie die hindurch- 
gehende Gerade gemeinschaftlich. 

Steht eine Gerade in demselben Punkte auf z Geraden senkrecht. 
so steht sie auf allen Geraden desjenigen Hauptgebildes senkrecht, welches 
möglichst wenig Dimensionen hat und die z Geraden enthält. 

Da der Beweis dieser Sätze leicht ist, lassen sich alle unsere Unter- 
suchungen auf beliebig viele Dimensionen übertragen. 


Anhang. 


® 


r u [Ab . . . - . . 
Wenn man = EEE als die rechtwinkligen Punkteoordinaten im 


Euklidischen Raume betrachtet, so stellt die Gleichung: 
(28) —rf+W+0"+w = 0 


eine Kugelfläche mit dem Radius r dar. Wir transformiren £, a, eo, w 
durch solche lineare homogene Gleichungen, welche die linke Seite von 
(28.) ungeändert lassen. Stetigen Transformationen entsprechen Verschie- 
bungen der Kugelfläche in sich, welehe mit Dehnung und Zusammenziehung 
einzelner Theile verbunden sein können. Die Coeffieienten einer unendlich 
kleinen Transformation sind durch (16.) gegeben, wenn man A’ durch —r' 
ersetzt. Wenn zunächst in der charakteristischen Gleichung (18.), welche 
für unseren Fall übergeht in: 





w— (r (+ Hr) — (Hu +r”)) Wr (ai + uU +Hr Vz WI nW— rg =, 


q von Null verschieden ist, so bleiben vier Punkte der Kugel in Ruhe; 
zwei von ihnen sind reell, zwei imaginär. Die in sich verschiebbaren 
Linien umlaufen die beiden reellen Ruhepunkte unendlich oft und nähern 
sich ihnen unbegrenzt; um eine Vorstellung von ihnen zu geben, bemerken 
wir, dass sie, wenn die festen Punkte als Gegenpunkte vorausgesetzt werden, 
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dureh einfache Construction von dem einen Punkte aus zu logarithmischen 
Spiralen, und vom Centrum aus zu Schraubenlinien abgebildet werden 
können. Wenn g=0, »<-0 ist, so bleiben wieder zwei reelle Punkte der 
Kugel in Ruhe; im Raume bleibt aber noch die Sehnittlinie der Tangential- 
ebenen an diese Punkte in Ruhe; jeder dritte Punkt der Kugel beschreibt 
einen Kreis, dessen Ebene dureh diese Schnittlinie hindurchgeht. Wenn 
aber g=0, n>0 ist, so beschreibt jeder Punkt einen durch die beiden 
festen Punkte begrenzten Kreisbogen. Schliesslich, wenn g= 0 und » = 0 
ist, so bleibt ein einziger Punkt in kuhe und die Bewegung findet auf 
Kreisen statt, welche einander in dem festen Punkte berühren. 

Betrachten wir die dargestellte Raumform abgelöst von dieser spe- 
eiellen Vorstellung. Die Lage dreier Punkte ist durchaus willkürlich; aber 
nachdem sie festgesetzt ist, ist auch die Lage eines jeden vierten Punktes 
eindeutig bestimmt. Unter den in sich verschiebbaren Linien giebt es zu- 
nächst geschlossene (Kreise). Diese sind einander sämmtlich eongruent. 
Bei der Ruhe zweier Punkte giebt es durch jeden dritten Punkt nur eine 
einzige solche Linie, auf welcher eine fortschreitende Bewegung in die 
Anfangslage zurückführt. Sollen zwei solche Linien in sich bewegt werden. 
so ist hierdurch stets eine einzige Bewegung (und ihre reeiproke) bestimmt. 
Eine zweite Art in sich beweglicher Linien umfasst solche, welche sich 
spiralföürmig den beiden ruhenden Punkten unbegrenzt nähern. Um nicht- 
congruente Linien dieser Art zu erhalten, wähle man die ruhenden Punkte 
ae und ß, sowie einen Punkt y der Curve beliebig, eonstruire durch y den 
Kreis um « und /, und um y einen beliebigen Kreis, in dessen Aeusseren 
a und 5 liegen; die Kreise mögen einander in « und v schneiden; von 
y direct nach einem beliebigen Punkte d des einen Bogens urv geht 
nur eine einzige Linie, welche bei der Ruhe von «@ und % in sich ver- 
schoben wird; bei verschiedenen Lagen von Öd sind sie nicht congruent, 
aber jede andere derartige Linie lässt sich mit einer so erhaltenen zur 
Deckung bringen. 

Diese Raumform erregt dadurch besonderes Interesse, dass passende 
Beschränkung der Beweglichkeit zu vier weiteren Raumformen führt. Be- 
trachtet man nur solehe Bewegungen, bei denen derselbe Punkt in Ruhe 
bleibt, so kommt dies darauf hinaus, in der Euklidischen Ebene nur die 
Constanz der Winkel, aber nicht die des Abstandes zu postuliren; die so 
erhaltene Raumform wird dargestellt durch die sämmtlichen Geraden des 
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Lobatschewskyschen haumes, welche zu einer gegebenen Richtung parallel 
sind. Lässt man zwei Punkte in Ruhe, so gelangt man zur Geometrie auf 
dem Euklidischen Cylinder. Drittens führt die Annahme: f= const. zur ge- 
wöhnliehen Kugelgeometrie. 

Die vierte Beschränkung, welche eingeführt werden kann, kommt 
darauf hinaus, ©» constant anzunehmen und etwa, da es nur auf das Ver- 
hältniss der Coordinaten ankommt, ® =r zu setzen. Dann geht die Glei- 
ehung (28.) über in: -rf+w+0°=—r’; da zudem die Transformationen 
linear homogen in £, a, ® sind, so ist die erhaltene Raumform identisch mit 
der (Greometrie auf der Lobatschewskyschen Ebene. Die Linie » = 0, welche 
durch alle Transformationen in sich verschoben wird, möge als die unendlich 
ferne Linie bezeichnet werden; um die Vorstellungen zu fixiren, lassen wir 
die Linien 2=0, e=0, »=0 auf einander senkrecht stehen. Alle in sich 
verschiebbaren Linien der Ebene werden auf der Kugel durch Kreise ab- 
gebildet, deren Gleichung ist: -r’at+bu+ce+er=V0, mit der Bedingung: 
ra +b’+c+e' >00. Soll die Linie umkehrbar sein, so muss sein e=(), 
also der Kugelkreis auf der Linie @ = 0 senkrecht stehen; jeder solcher 
Kreis stellt eine Gerade dar. Bei der Ruhe eines nicht in der unendlich 
fernen Linie liegenden Punktes bewegt sich jeder Punkt in einem Kreise. 
welcher mit jener Linie keinen Punkt gemeinschaftlich hat; alle Kugel- 
kreise, welche ganz auf der einen Halbkugel liegen, sind Bilder von Kreisen 
in der Ebene. Bleibt ein einziger Punkt der Kugelfläche in Ruhe, so ge- 
hört er der Linie @=0 an, und jeder andere Punkt bewegt sich in einem 
Kreise, welcher diese Linie in dem ruhenden Punkte berührt; somit stellen 
alle Kreise, welche die unendlich ferne Linie berühren, einen Kreis mit 
unendlich grossem Radius, eine Grenzlinie, dar. Endlich können zwei Punkte 
der unendlich fernen Linie in Ruhe bleiben; dann werden alle Kugel- 
kreise, welche durch die beiden Punkte hindurchgehen, in sich ver- 
schoben; von ihnen steht einer auf der Linie © =0 senkrecht, er bildet 
eine Gerade ab; diejenigen Kugelkreise, welche den unendlich fernen Kreis 
unter einem schiefen Winkel schneiden, stellen Linien dar, welche bei der 
Verschiebung längs einer Geraden in sich bewegt werden, Linien gleichen 
Abstandes. 

Bei dieser Abbildung besteht die Lobatschewskysche Ebene aus zwei 
leichartigen Theilen, welche im Unendlichen zusammenhangen. Bleibt 
ein Punkt des einen Theiles in Ruhe, so enthält auch der andere einen 
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ruhenden Punkt. Zwei gerade Linien haben entweder zwei Punkte ge- 
meinschaftlich, von denen einer dem realen, einer dem idealen Gebiete an- 
gehört (schneidende Gerade), oder sie haben einen einzigen, unendlich fernen 
Punkt gemein (parallele Gerade), oder sie haben keinen Punkt „emein 
(nieht-schneidende Gerade). 

Die in dieser Weise abgebildete Raumform ist identisch mit der- 
jenigen, welche wir durch analytische Betrachtungen an erster Stelle ge- 
wonnen hatten. 

Brilon, December 1879. 





Theorie des leuchtenden Punktes. 
(Von Herrn W. Voigt in Königsberg i. Pr.) 





Einleitung. 


Bei Gelegenheit meiner Untersuchungen über die Zulässigkeit der 
Fresnelschen Theorie der Diffractionserscheinungen fiel mir auf, dass — 
meines Wissens wenigstens — noch Niemand den Versuch gemacht hat, 
das Grundproblem der Optik: das Gesetz, nach welchem ein leuchtender 
Punkt seine Schwingungen nach allen Seiten hin fortpflanzt, mit Hülfe der 
Elastieitätstheorie zu behandeln *). 

Wenn man mit Fresnel gewöhnlich aus dem Schwingungsgesetz 
eines leuchtenden Punktes fit), das für eine Stelle in der Entfernung r 
gültige ableitet: r rlt- —) (falls « die Fortpflanzungsgeschwindigkeit be- 
deutet), so hat man hierzu so gut wie gar keine Berechtigung, wie sich 
schon daraus ergiebt, dass diese Formel die gegenseitige Lage von r und 
der Bewegungsrichtung ganz unberücksichtigt lässt. Und doch muss diese 
von grossem Einfluss sein, zumal wenn man, wie in der Optik so allgemein 
geschieht, das elastische Medium incompressibel annimmt. In diesem Falle 
liegt sogar der Gedanke nahe, dass in verschiedenen Richtungen die Be- 
wegung sich nicht nur mit verschiedener Stärke, sondern auch mit verschiede- 
ner Geschwindigkeit fortpflanzen möchte, etwa mit unendlich grosser in der 
Richtung der Verrückung selbst. Kurz, man erkennt leicht, dass an 
dieses einfache Problem sich eine Reihe nicht unwichtiger Fragen an- 
knüpfen, die nur die strenge Theorie zu beantworten vermag. 

Diese Theorie empfahl sich mir noch dadurch ganz besonders zur 
Durehführung, als Hoffnung war, dass ihre Durchführung einerseits ein 


*) Allerdings lassen sich aus den allgemeinen Formeln, auf die Stokes seine 
Diffraetionstheorie basirt (Cambr. Trans. IX, p. 26) — die ich erst nach Vollendung 
vorstehender Arbeit kennen lernte — einige der im Folgenden gezogenen Resultate 
ableiten. 
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Urtheil über die Zulässigkeit der Hypothese der Incompressibilität des 
Aethers in der Optik (die bekanntlich von manchen Seiten angefochten 
wird), andererseits aber den Einblick in eine neue Gattung von Erschei- 
nungen eröffnen würde, nämlich das Entstehen und Vergehen einer periodi- 
schen Bewegung in einem ursprünglich ruhenden Medium. 

Indessen zeigte sich bei der Inangriffnahme des Problems sehr bald, 
dass die gebräuchlichen Integrationsmethoden der elastischen Differential- 
gleichungen hier vollständig im Stiche lassen. Die d’Alembertsche ist über- 
haupt nur in sehr einfachen Fällen brauchbar — die Fouriersche aber 
kann hier schon deshalb nicht benutzt werden. weil. wenn für £=0 im 
ganzen haum weder Geschwindigkeiten noch Verrückungen vorhanden sind, 
die Coeffieienten der Cosinus und Sinus allesammt verschwinden *). 

Die benutzte Integrationsmethode rührt von Riemann her, findet 
sich in der Abhandlung „Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von 
endlicher Schwingungsweite“ (Abh. der Kgl. Ges. der Wiss. zu Göttingen 
1860 und Gesammelte Werke, p. 145) und wurde mir empfohlen von dem 
Herausgeber der letzteren, meinem hochverehrten Freunde, Herrn H. Weber. 

Hat man eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
zwei Unabhängigen 5, 7 auf eine Form gebracht, dass von zweiten Dif- 


o’u 


ferentialguotienten nur vorkommt, so lässt sich die Integration in 


con 
folgender Weise auf ein meist einfacheres Problem zurückführen. Man 
denkt sich die Werthe « in der Sn-Ebene ausgebreitet. Längs irgend 
welcher Curvenstücke (Z) ist dann durch die Bedingungen des Problemes « 
und ein oder beide erste Differentialquotienten nothwendig gegeben. Gesucht 
wird « für eine gewisse Stelle e des Gebietes (£=&,n=n). Man 
schneidet durch zwei Curven, welche von e nach (Z) verlaufen. ein Flächen- 
stück (8) aus, multiplieirt die Hauptgleichung mit einer unbestimmten 
Funetion F von &, n und integrirt sie über die Fläche (S). 

Diese (zweimalige) Integration führt auf ein neues Flächenintegral, 
drei Randintegrale und die Werthe von F.a in den drei Eckpunkten von ($). 

Gelingt es, F so zu bestimmen, dass das Flächenintegral und die 
Randintegrale mit Ausnahme desjenigen über (L) verschwinden, so enthält 
die Gleichung nur die Werthe von F.u in den drei Eckpunkten, von denen 


*) Mittelst einer Art Verallgemeinerung der d’Alembertschen Methode behandelt 
Kirchhoff (Mechanik X, XIII $. 4) das dem vorliegenden Problem nahe verwandte der 
Öseillation einer Kugel in einem unendlichen Luftraum. 
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der eine die gesuchte Grösse ist, und das Randintegral über (L). Ist längs 
(L) aber « und seine Differentialquotienten bekannt, so giebt diese Gleichung 
die Bestimmung von %.. 

Für die Erreichung dieses Zweckes ist die Fläche (S) geeignet aus- 
zuwählen. Bei den Aufgaben dieser Abhandlung genügen nahezu dieselben 
Begrenzungen, die Riemann in seiner Arbeit benutzt hat; abweichend aber 
ist, dass längs (Z) nicht beide erste Differentialquotienten von u gegeben sind. 

Die eigentliche Aufgabe will ich nun so formuliren: 

In einem unbegrenzten elastischen, aber incompressibeln Medium (Aether), 
welches zur Zeit t=V allenthalben weder Verrückungen noch Geschwindigkeiten 
besitzt, oscillirt eine Kugel nach einem gegebenen Gesetze, welches aber unab- 
hängig von der geographischen Länge auf derselben ist. Die der Kugel an- 
liegenden Aethertheilchen haften fest an ihr. Es ist der Zustand des ganzen 
Mediums zu einem beliebigen Zeitpunkt zu bestimmen. 

Dass die anliegenden Theilchen sich mit der Kugel bewegen, ist 
deshalb angenommen worden, um die Resultate für den Fall anwendbar zu 
machen, dass ein kugelförmiger Theil des Aethers selbst eine gegebene 
Bewegung habe, wie man sich das bei einem leuchtenden Punkt wohl 
denken kann. 

Ich nehme den Kugelmittelpunkt in der Ruhelage zum Coordinaten- 
anfang, lege in die Richtung, in Bezug auf welche die gegebenen Ver- 
rückungen symmetrisch sind, die s-Axe und zähle die r normal dazu. 
Die Verrückung parallel der z-Axe sei w, die parallel r sei ro, die normal 
zu beiden rw; es scheiden sich dann bekanntlich in den Haupt- und Be- 
dingungsgleichungen, die ®, oe, w als Funetion von £,r, 3 bestimmen, ® und o 
vollständig von w, und ich theile demnach das Problem in zwei, je nach- 
dem die Kugel eine drehende oder geradlinige Bewegung hat. 

Es ist von Interesse, dass man sich durch die gewöhnlichen Methoden 
davon überzeugen kann, dass die gegebenen Daten das Problem vollständig 
bestimmen, zumal da es, wie erwähnt, im Verlauf der Untersuchung scheint, 
als wenn eine Bedingung (die Kenntniss des Werthes des Differential- 
quotienten der Unbekannten nach der Normale der Kugel) zur Durch- 
führung fehlte. Auf den Nachweis dieser Behauptung glaube ich verzichten 


zu dürfen. 
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I. Theil. 
Fortpflanzung drehender Schwingungen. 


Das hier zu behandelnde Problem lautet: 

In einem unbegrenzten, elastischen incompressibeln Medium, das zur 
Zeit t=0 nirgends Geschwindigkeiten oder Verrückungen enthält, wird 
eine starre Kugel vom Radius R in gegebene drehende Öscillationen gesetzt, 
denen die unmittelbar anliegenden Theile des Mediums vollständig folgen. 
Es ist der Zustand des Mediums an jeder Stelle zu jeder Zeit zu be- 
stimmen. 

Bezeichnet, wie gewöhnlich, e die Dichtigkeit und u die eine Elasti- 
eitätsconstante, so ist die Hauptgleichung für die Componente rw der fort- 
gepflanzten Verrückung in den oben definirten Unabhängigen: 


e oO w ow., Ow 3 ow 


_—— 


D) 


u of 02° > a Zur" 


rn 
& » * » [2 * U u ” 

— schaffe ich fort, indem ich ey = T setze und am Ende der Untersuchung 
u \ 


umgekehrt. Statt r und z führe ich Polareoordinaten ein: Yr-+z2’=R-+e, 
4 . u * . 
— —=tgg, wobei kurz cosp = x gesetzt werden mag, dann ist die Haupt- 


sleichung: 
O’w O5, 4 m. N © "Y öy 
1) = - —rt3— (1-2) 48 
oT de R-+e de + e)” Or 
Hierzu kommt als Nebenbedingung, dass für =0 überall v=(0 und 


= —=(, und für e=0, w=f(r) d. h. eine gegebene Function der Zeit ist. 


(Der Strich über einer Funetion soll auch weiterhin stets anzeigen, dass 
deren Werth für die Oberfläche der Kugel zu nehmen ist.) 

Diese Function w könnte auch x enthalten, dann wäre vorstehende 
Hauptgleichung mit Kugelfunctionen zu behandeln, ähnlich wie es im zweiten 
Theile nöthig werden wird. Für meinen speciellen Zweck ist eine solche 
Annahme nicht von Interesse, — es sei also w unabhängig von x. Dann 
ist es wahrscheinlich, dass y auch überall unabhängig von & ist, und die 
Folge wird zeigen, dass es in der That um allen Bedingungen zu genügen 


’ Ov 
ausreicht. = überall = 0 zu nehmen. 
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or ‚öde? er re . 
(1°) (und die ie 
oO 
=0, v0, %=0, 
a E 
e=), y=f(r). 
Um die Riemannsche Integrationsmethode anwenden zu können, setze ich 
+e r—e | , 
Fa S, a “ 
dann halbirt im (e, r) Coordinatensystem die +$-Axe den ersten, die ob 
+n-Axe den zweiten Quadranten. | au 
Fig. 1. Die a lautet nun: 
z 2) 0=- 2 —r > T; 
9 en R+Sn+ 2 V: 
ro Gesucht sei der Zustand an einer u c, für 7 
de r=r,e=e, also $=8,n=n ist; ge- 
2, geben ist w und > aber nicht N längs od 
> N der r-Axe, das heisst für e=(0 oder $=n, ı 4) 
Ow u 
ee 0. und vw und 7 0 längs der e-Axe, wo 7=(), 
/ a 
0 % ) 
also $&=—n ist. Das Integrationsgebiet (S) er- set 
halte ich, indem ich durch c zwei Parallelen zur —$5- und zur —n-Axe 
construire (die demnach durch die Gleichungen $=$, und n=n, gegeben so 


sind); sie mögen die e-Axe in a, die z-Axe in 5 treffen; ist der Coordi- 
natenanfang 0, so ist das Trapez oacb (siehe Fig. 1) das Integrations- 
gebiet (S). Ueber dasselbe werde die Hauptgleichung (2.) integrirt, nach- das 
dem sie mit einer unbekannten Function F multiplieirt ist. 

Bestimmt man in dem Resultat dieser Integration F so, 








; dass es überall der Gleichung Nic 
oO(R+5—n)F =, OF\ _ Ein 

oeon +2 (3 ) = 0 de 

(3.) {genügt und Bi. Be. 
| are & S(R+&—n)F i xp 
für 5=Sı, an AU = —2F, sen 
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endlich für 


(3) t=-& und n=n, F=1 


ist, so bleibt von der integrirten Gleichung nur: 
Ä Z er -n)F 
(4) (R+&—n) uf ds | w- (I -—4F)+ FRE], 


Es giebt sich also w, abhängig nur von den unterhalb der Stelle b liegenden 


Werthen von w, das heisst, da b an der Stelle liegt, wo 7=r,—e, ist, nur 


. . / € .. r .. ». 
von den um die Zeit t=e, FS früheren Zuständen. Da nur für Punkte 


oberhalb des Coordinatenanfangs (d. h. für > 0) w einen Werth hat, so ist 
. =. f3 
auch w,=0 bis zur Zeit „= e, (oder = 6 } 7; 
Dies tritt noch deutlicher hervor, wenn man die ursprünglichen 
Variabeln wieder einführt, dann ist nämlich 


(R-+e,)w, - / "ip Te Ay olR+e)F —4F )+ -FR(3 2) 


de oe 
U 


oder auch 


2) Rem" "ala RR] 


0 


Die Funetion F bestimmt sich nach den Gleichungen (3.) sehr leicht: 
setzt man zur Integration kurz 


so wird 


Ye 

das ist in den ursprünglichen Variabeln 
; m =) (ee) 
6) F=147 ri 77 u 


Nicht so kurz bestimmt sich die in (4%) einzig noch unbekannte Grösse 
Ö . . ” [2 Li [3 

5g , welches nicht direet gegeben ist. Da es aber nicht nothwendig ist zur 
Bestimmung der Aufgabe, so muss es aus den gegebenen Grössen ableitbar 
sein. In der That findet sich auch eine Relation, die zu seiner Bestimmung 
verwerthet werden kann: Die Formel (4°) muss, wenn e in die 7-Axe 


rückt, — also e=0 wird, — sich rechts und links auf die Grösse w,R 
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redueiren, d. h. es muss sein: 
EN pp 
0 - S'a| dt v-(3F+-R(EH ds )+FR( + Eu E; ® 
Setzt man den obigen Werth für F ein, so wird diese eg 


v - / «lv @-F- Le )+R(1- IKT oT tr oe a 


Dieselbe erfordert, weil sie für jedes z, und jedes gegebene w und — 





gelten soll, eine bestimmte Eigenschaft von a. Durch dreimalige Diffe- 


rentiation nach r, fällt das Integral heraus und folgt die Differentialgleichung 


en 


u BE . . . .- .. . 
für nr ‚in der ich, weil w nicht 7, neben z enthält, 7 für 7, schreibe: 
n2 Oy 
— a _ . — OÖ — —— 
sv 20 Ow_ de 1 oy 
ROÄOREE de R’ oe 


Die linke Seite enthält eine gegebene Function von r. Man erhält hieraus 


cW r . . . . 

—;, dureh Variation der Constanten, wenn man zur Bestimmung der Integrations- 

© 

Constanten zu Hülfe nimmt einerseits das Integral, aus dem die Differential- 
ua ow . en 

gleichung abgeleitet ist, und andererseits den Umstand, dass 5, Nicht für 

7 =» selbst unendlich werden darf. Es folgt 


BL _ WW et fr 
(6.) u Ka .— so. .n en E e" wdr. 
R Rs 


oe oT 


Ich mache darauf aufmerksam, dass diese Gleichung für = 0 im Allge- 


Oy 


meinen nicht zur Folge hat . -.— das ist aber kein Widerspruch mit 


der Annahme, dass für «= 0 überall w= 0 ist. Die Ursache liegt in 
Folgendem: 

Die +5-Axe scheidet im er-Coordinatensystem (siehe die Fig. 1) 
die Stellen der Ruhe (die unterhalb liegen) von denen der Bewegung (ober- 
halb). Der Eintritt der Bewegung kann momentan sein, so dass zwar 
yv sich stetig über die Grenze hinüber ändert, nicht aber seine Differential- 


quotienten. Dies findet z. B. statt, wenn für ©=(0 zwar w=(, nicht aber 
ow 


7 0 ist — wie das etwa bei dem Gesetz w = Asinkr eintritt; — in 
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allen solchen Fällen also ist der Differentialquotient, den man erhält, wenn 
man sich von oberhalb der &-Axe nähert, verschieden von dem, der sich 
findet, wenn man von unterhalb kommt. Die ganze letzte Betrachtung be- 
zieht sich durchaus auf Stellen oberhalb, darum darf man beim Uebergang 
zur Grenze nicht den Werth I erwarten, den eine für den wnteren Theil 
semachte Festsetzung ergiebt. 

Das Resultat von Gleichung (6.) ist in (4°) zu setzen und gestaltet 
diese, wenn man zugleich den Werth von F aus (5.) nimmt, zu: 


. Bi .4 : 
TEE ee 


T—e, Zu (2R-+e,)e —2R(r—t,)— (T—r,) 
f nu) & 2(R-+e,)® 


2R(R+e)+e,— (T—-7) -: j h- ) | 
 ®R(R-+e,)‘ ; S e’.yar]- 


A 
5) 

u 

0 


Das letzte Glied durch dreimalige partielle Inteeration umeeformt. 
Oo Le) > 
vereinfacht die Gleichung ausserordentlich und ergiebt: 
n R’ - Re mA rn-a— + 
(T) Wo. = na U ae F [ we *dı 
| Peza 7 (Rey Ya (Re) s 


0 


a | u 
worn Tt= t| EN 


Dies ist die Lösung des Problems. 

Hierzu ist zu bemerken, dass die Formel nur gilt für 7, —e, — 0 
(d.h. für Stellen oberhalb der $-Axe), während für „—e, 0 w=0 ist. 
Das ergiebt dann in Uebereinstimmung mit der gewöhnlichen Annahme die 
Ausbreitung des Beginns der Bewegung mit einer Geschwindigkeit « = | - 
Die Art der fortgepflanzten Bewegung soll weiter hin an einem Beispiel 
klar gemacht werden. 

Zuvor will: ich in der allgemeinen Untersuchung noch etwas 
weiter gehen. 


Die Ableitung der. Formel (7.) ist nämlich nur in dem — aller- 
dings wichtigsten — Fall gültig, dass y eine nach 7 _ differentiirbare 


. . . ow . ® .. » 
Funetion ist, also nirgends = sich sprungweis ändert. Andernfalls ist 


.. . Br - vr U} . oıy “ “ 
nur für ein Gebiet ohne derartige Unstetigkeit von 5, die auseinanderge- 


setzte Methode brauchbar, und man hat, wenn man ein weiteres umfassen 
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will, die Untersuchung zu theilen. Ich will dies für den physikalisch 
interessantesten Fall durchführen, indem ich annehme, dass von einem ge- 
wissen = 7, an vw eonstant = 0 ist, also dass für 

T>T, v=(. 
Dies hat nach der vorigen Entwickelung nur einen Einfluss auf Stellen, für 
die ,—e, >r, ist. Für solche ist in der Gleichung (4°) die Integration 


?; "rdı = [ "rdr + [far 


zu theilen 


im ersten T'heil der früher bestimmte Werth von = einzuführen, der in 
den zweiten gehörige aber durch eine besondere Untersuchung zu be- 
stimmen, analog der zu Gleichung (6.) führenden. Es muss nämlich für 
eine Stelle der 7-Axe sein, falls , > r, 


ICE CHE DER 
+f" Ir. =. dı 


. oO ! . z “ . r . f} 
Dabei hat ©” im ersten Integral den Werth, den Gleichung (6.) giebt, im 
oe 
zweiten Integral den zu bestimmenden. 
Schafft man durch dreimalige Differentiation nach 7, (das unter den 


Integralen nur in dem, natürlich durch seinen Werth zu ersetzenden, F 


\ ” u ” oy 
steckt) das Integralzeichen fort, so erhält man als Gleichung für (E), 


0% 
A u u 

oe 1 ow BR 
or’ R’ oe L-. j 


- [17] . UT} . . e 
Da aber wiederum °P nicht für 7 = unendlich werden darf ‚ hat diese 
oe 


Formel nur die Lösung 
w_ T 
= BE U 3 
ce Tr, 
Die Constante bestimmt sich durch Einsetzen dieses Ausdrucks in obiges 


Integral, so dass wird 





oe T_>T 


ET er 
(8.) zz = af we" dr. 
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Dies Resultat ist einmal deshalb auffällig, weil es für =, nicht den Werth 
ergiebt, der sich aus der für ? <r, gültigen Gleichung (6.) bestimmt. Es liegt 
nämlich längs der Geraden 7—7,=e die Sache ebenso, wie längs der 
£-Axe (für die r=e ist), über die bereits oben gesprochen ist. Die sprung- 
weise Aenderung von Fe hat längs dieser ganzen Geraden eine dergleichen 
für - und zur Folge. 

oe or 

Zweitens ist bemerkenswerth. dass im Allgemeinen (), „ hicht 
Null ist, d. h. also, dass, wenn die Kugel zur Ruhe gekommen ist, doch 
selbst die unmittelbar anliegenden Schichten noch unendlich lange in einer 
Bewegung verharren können, welche nun allerdings nieht mehr in einer Os- 
eillation besteht, sondern in einer unendlich langsamen Rückkehr zur Ruhe- 
lage, die nicht etwa für ,—e,=1r, allenthalben von selbst erreicht ist, 
wie man den gebräuchlichen Vorstellungen gemäss erwarten sollte. 

Das Resultat der Gleichung (8.) lässt nun auch das begonnene 
Problem ganz durchführen. 

Man hat von (4°) auszugehen, die Integration zu theilen, für 
7—e,<r, Gleichung (6.), für „—e, >r, Gleichung (8.) zu benutzen. 
Nach Umformung durch dreimalige partielle Integration gelangt man zu 
dem Resultat 


\ Yo = op y: * 
(9,) . (Arte) | 


£ u 
T, u, > To T = | “ 


Pr 


welches das genannte Problem absolvirt. Es zeigt, verglichen mit (7.), 
wie w über die Grenze 7,—e, =, sieh eontinuirlich fortsetzt, aber seine 
Differentialquotienten sich sprungweis ändern, entsprechend dem oben Ge- 
sagten. Ferner, dass nach Aufhören der Bewegung der Kugel vw doch im 
ganzen Raume noch endlich bleibt und zwar ein allmähliges Hineingleiten 
in die Ruhelage ergiebt. 

Die Art der fortgepflanzten Verrückungen (Gleichung (7.)) ist ohne 
specielle Annahme über das Gesetz der gegebenen Oseillation w(z) nicht 
ausführlich zu diseutiren. Das Eine sieht man freilich sogleich: die ge- 
wöhnliche Annahme, dass eine periodische Bewegung w eine periodische 
an jeder Stelle zur Folge hat, ist nicht richtig — erst nach unendlich 
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langer Zeit tritt ein solcher stationärer Zustand mit Strenge ein — und 
auch dann nicht der gewöhnlich angenommene. 
Dies wird besonders deutlich werden an einem durchgeführten Beispiel. 


er * . 2rı . > . 
Ich nehme an, vw = Asinzr, worin = —- ist (falls man A wie ge- 


R ER / 
wöhnlich durch Fortpflanzungsgeschwindigkeit (a= y#) mal der Schwin- 
sungsdauer definirt), für alle Werthe 7>>0. 

Dann giebt die Formel (7.): 


R’A e 
w(e,, 9) = (Rrey [sinz(z,-e,) 





- AFRRYEFE) (sinz(—e)—-zReosz(r—e)+zRe “ )]. 
Nimmt man R sehr gross gegen e,, also eine transversal oseillirende un- 
endliche Ebene, so resultirt das gewöhnliche Gesetz: 

w(e, t) = Asinz(r,—e), 

in allen anderen Fällen gilt es nicht, und zwar um so weniger, je kleiner 
R gegen e, ist. Nimmt man hingegen, wie in der Optik gewöhnlich, A 
sehr klein selbst gegen 4, so ist AR’ klein gegen 1, und der ganze Aus- 
druck schreibt sich, wenn man den stationären Zustand bereits eingetreten 
denkt (was für kleines R äusserst schnell hinreichend vollständig geschieht): 


3 
w(e,, T,) = Ray [sinz (— e,)+ze,cos(t,—&)]. 
Diese Formel zeigt zunächst, dass, wenn man physikalisch die Wellenlänge 
definirt als den Abstand zweier in gleichem Schwingungszustand befind- 
liehen Flächen, diese Grösse keine Constante ist, sondern vom Abstand vom 
osceillirenden Punkte abhängig, und sich asymptotisch einem Grenzwerth, 
nämlich dem gebräuchlichen = «T nähert. Durch Discussion der Formel, 
die die in der Ruhelage befindlichen Schichten ergiebt: 
tg (mn —e) = —ze; 

findet sich leicht, dass die Wellenlänge in nächster Nähe der Kugel be- 
trächtlich grösser ist als weiter hin. 

Hiermit steht in Zusammenhang, dass zweitens die Schwingungs- 
phase nirgends die ist, die sich nach der gewöhnlichen Anschauung ergiebt, 
speciell in grossen Entfernungen w nicht dem Sinus, sondern dem Cosinus 
proportional ist. 

Endlich zeigt sich ein anderes Gesetz für die Abnahme der Am- 
plituden. Bedenkt man, dass die Verrückung nicht w, sondern rw, d.h. 
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(R+e,)VY1-a°.w ist, so ergiebt sich, dass in grosser Nähe der Kugel die 
Amplituden schneller abnehmen, als proportional mit der receiproken Ent- 
fernung vom Kugelmittelpunkt. Letzteres Gesetz tritt erst in so grossen 
Entfernungen ein, dass nicht nur R, sondern auch A gegen e, verschwin- 
dend ist. 

Diese Resultate, obgleich sie unsere Vorstellungen über die Ausbrei- 
tung der Schwingungen eines leuchtenden Punktes modifieiren, haben doch 
keinen Einfluss auf die Anwendungen, die man in der Optik von der Wir- 
kung eines leuchtenden Punktes macht, denn dieselben benutzen stets den 
Zustand in sehr grosser Entfernung von demselben, und ohne ihn mit dem 
Zustand der Lichtquelle direet zu vergleichen. 


Um für die Formel (9.) ein Beispiel zu geben, nehme ich an, dass 
hn hi 








u= eo, also 4,=h halben Schwingungsdauern T sei. Dann folgt 
“ hi 
für n-a>-, 
hl 
2 Tee, Seeger * hl 
mr wc »R’A.e, Pe y—— (cosz h}. e R) 
Pan m) = Rate | | 


Der erste Term in der Klammer ist, je nachdem A gerade oder ungerade 
ist, +1, der zweite bei einigermassen grossem A zu vernachlässigen. Die 
Gleichung bestätigt also das oben Erörterte und zeigt, wie alle Theilchen 
zur Zeit &, = + h T, wo das Aufhören der Bewegung nach dem gewöhn- 
lichen Gesetz eben bis zu ihnen hin gelangt sein würde, noch eine Elon- 


sation haben und diese erst in streng genommen unendlich langer Zeit 
verlieren. 


II. Theil. 
Fortpflanzung geradliniger Oseillationen. 


Der Uebersichtlichkeit halber werde ich dies etwas complieirtere 
Problem in einzelnen Abschnitten behandeln. 


l. Aufstellung der Differentialgleichungen und Separation der Unbekannten. 
Das zu behandelnde Problem ist folgendes: 
In einem unbegrenzten elastischen, incompressibeln Medium, das zur 
Zeit = 0 nirgends Geschwindigkeiten oder Verrückungen enthält, wird eine 
38* 
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starre Kugel vom Radius R in gegebene geradlinige Oseillationen gesetzt, E Ad. 
denen die anliegenden Theile des Mediums vollständig folgen. Es it dr EP ib 


Zustand des Mediums an jeder Stelle zu jeder Zeit zu bestimmen. 




















zu 
Die Oseillationsrichtung sei die z-Axe, » die Verrückung der Obe- E vo 
flächentheilchen parallel mit derselben; die fortgepflanzten werden dann theils E sie 
parallel mit z liegen (= w), theils normal dazu, d. h. parallel mit r =ro. E 
In diesen Grössen drückt sich zunächst die Bedingung der Incompressi- FE Gi 
bilität so aus: 
re 
i El 
oder ro=P gesetzt: Er 
it oP 1 m _ 0 e 
er | läs 
dan. /u a RN 
Setzt man wie im vorigen Problem Yz=«“ und führt in die bekannten 
Hauptgleichungen für & und og (resp. P) mit Hülfe des Multiplicators a’) | die 
die Ineompressibilitätsbedingung ein, so erhält man: 
I du _ cm 4 a. DR 
per ] N,2 a ne 3 RE N rn , 
a’ ot 0% or 0% Da 
IP er .: ö’P _1 OP |, oA 
"Eu or? r or ör 
Da aber auf einer Kugel vom Radius R um den Coordinatenanfang w nd W an 
o als Funetionen der Zeit gegeben sind, so ist es vortheilhaft, auch hier Polar- und 
eoordinaten R+e und cosp= x einzuführen; setzt man zugleich at=1 
und ».(R+e)= 2, so erhält man die Gleichungen des Problems: 
08 
ee’) 3 | 
on a8 ) oA  1—ır? 04 
a) 2ER, ee url 
1") or? de ae Or Time) ur 027? Da 
.. “ d 
o’P oO > —ı°” o’P oA oA p 
a ® 
(1 .) dr? + +e or +( ) ( + ' de Or ce 
) bed 
ferner dass für 7=0 überall 
oR:, nie] 
2=0 — =I, 
. ’ 9 ber: 
(1°.) ap i 
nie 0, iR lı ( 
oT 
ist, und für e= 0 gen 


Aus 
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d.h. gegebene Funetionen der Zeit sind. Es ist vorläufig nieht nöthig, 
über die Art dieser Funetionen irgend welche beschränkende Annahmen 
zu machen; sie können z. B. ausser 7 auch noch x enthalten, also abhängi 
von der geographischen Breite sein, was eintreten würde, wenn die Kuge 
sich nicht wie ein starrer Körper bewegte. 


-. 


y’ 


I 


— 


Endlich ist noch die Bedingung der Incompressibilität in den neuen 

Grössen zu geben: 
Q ei ; -ü 
. 2-5) ES ar Ei an 

Eliminirt man aus den beiden Hauptgleichungen (1%) und (1.) die Unbe- 
kannte 4, die bekanntlich dem hydrostatischen Druck proportional ist, so 
lässt sich in dem Resultat eine neue Variable einführen 
or 8 we, 
oe R-+e R-teor’ 
die mit Hülfe der Incompressibilitätsgleichung (1°.) auch ist 


vi 1 1-2OR OP 
u, le x gen 0x + de ) 


2) = 


Das Resultat selbst ist die Formel 


a, Ip _ Ip h Bar 
8") or de TOR+e) 


Aber auch 2 und P lassen sich wegen der zwei Werthe von g aus (1.) 
und (1”.) eliminiren, und man erhält so eine Gleichung für 4: 


PFERDE NL. = 2. nd 


as __  Ö’(R-te)A N dx 
wem — ge Torre er "Ta 
.. B; o8 oP “ . 
Da für e=0 zwar 42 und P, nicht aber - Ep und 5, gegeben ist, so ist p, 
© [2 [2 r 
2 und = fir e=0 unbekannt, und für g und A als einzige Neben- 


bedingung nur die gegeben, dass sie nach ihrer physikalischen Bedeutung 
nicht für = x oder e=» selbst unendlich werden dürfen. Ueber A ist 
bereits oben gesprochen, p aber ist die doppelte Drehung eines Thheilchens 
in der (r,z) Ebene multiplieirt mit r. 

Alle fehlenden Bedingungen sind also durch besondere Untersuchun- 
gen abzuleiten, dabei werden von besonderer Wichtigkeit die zwei Formeln 
(1°) und (1”.), wenn man darin auf der rechten Seite (2 und P durch Y 
ausdrückt, nämlich 
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a A („9 „1? 04 
a) gr et at Rrtoletz ve ee) | 

N Br Op _1-—z’ dp o4 i 
a) ng tr 2) | 


2. Allgemeine Integration der Gleichungen für A und g. 


Die Hauptgleichungen für 4 und g lassen sich durch Kugelfunctionen 
behandeln. Setze ich 


(R+e)i = B3 u.x- 


worin X” definirt ist durch 


o(l—ı’ ye 


OX 
Or 
so zerfällt die Gleichung (3°.) in eine unendliche Anzahl von der Form: 
u Ah) 
de (R+e)’ 
worin h=0, 1,2, .... © zu setzen ist, und diese (gewöhnlichen) Diffe- 
rentialgleichungen ergeben sogleich 





+h(h+1)X" = 0, 








u 7 WDR HOHER 
= m(Rte)" tg 
ER A, : a A \ 
Da aber füre=x R Ei nicht unendlich werden darf, bleibt allein 
N, 
für h => 0 h, = (re und für R= 0 du zus m,(R-+ e) +, 
worin m, und die n, nur Functionen von 7 sind; also ist vollständig: 
Pu n,X’ 
(9 .) = mt Fr — (Rey . 


Diese Formel ergiebt das Resultat, dass A (der hydrostatische Druck) seine 
Aenderungen gleichzeitig (wenn auch an verschiedenen Stellen mit ver- 
schiedener Stärke) im ganzen Raume in demselben Sinne erleidet, wie an 
der Kugelfläche:; A also eine unendlich schnelle Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit besitzt. 

Zu bestimmen sind noch m, und die », als Funetionen von r. — 
Zuvor will ich die Bestimmung von g entsprechend vorwärts führen. 

Ich differentiire die Gleichung (3°) nach x und setze 


- 


r © & 
5) = gt, 


Or 
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so zerfällt (3°.) in eine unendliche Anzahl Gleichungen von der Form: 
7 $7 op h(h+1)pı 


ee ie Br 
worin A=(0, 1, 2, .... x zu nehmen ist. Damit ist aber wieder eine Ge- 
stalt gewonnen, die die Anwendung der Riemannschen Integrationsmethode 
pe. T-+e „ Tr—e . r r 
gestattet. Ich setze hierfür ——-=$, —5-=n, so wird die Hauptgleichung 


0. ya h(h+ Den, 
o&ön  (R+&— m)?’ 
sie werde multiplieirt mit der willkürlichen Funetion F, und integrirt über 
ein Flächenstück (S), das so bestimmt ist: 

(rebe im re Coordinatensystem ce einen Punkt, für denr=r, e=e, 
also S=&,n=n, Ist und für den g gesucht wird. Von ihm aus ziehe 
ich eine Parallele zur —n-Axe, bis sie die +e-Axe in a schneidet, eine 
Parallele zur —$-Axe, bis sie die --Axe in 5 schneidet, dann ist das Trapez 
oacb (siehe Fig. 1 auf Seite 292) das Integrationsgebiet (S). Längs der 


as = . . . 6) m _: 
Seite oa, für die r=0 ist, ist gegeben und 7. 0, längs der Seite ob, 
Ä dr | 





op 
de 
vorläufig als bekannt angenommen. Bestimmt man dann F, so, 


für de e=0 ist, ist zwar g und nicht direet gegeben, werde aber 


‚dass es überall genügt der Hauptgleichung 


o’F, h(hH1)F, 
seen + (R+t—n) 0, 


/ .. ur) - . OF, . 
(6.) dass längs eb, d.h. für ®=s,, Aal —=() ist, 
| längs ca, d.h. für n=n,, BE =), 
und in e, d.h. füry=n, ud$=£, F=1, 


so ergiebt sich als Resultat der Integration, wenn wie früher f den Werth 
von f(e) für e=0 bezeichnet: 

u OF, "7 Op h 
[pr]: . "al, oE -+F, - an |. 
(0) 


oder durch Ausführung einer partiellen Integration und Einführung der ur- 
sprünglichen Variabeln: 


(7.) [pı]. u [p,.F,), vH = [4 ar Gr - =) 


Hierzu ist zu bemerken, dass, weil für <0 und = =() gegeben ist, 
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(Y,). selbst =0 wird für alle x, <e,; hieraus folgt, dass sich y mit einer 
Geschwindigkeit a ausbreitet und in der Entfernung e, ein Werth von g erst zu 
einer Zeit u = - > eintritt. 

Vor allen Dingen ist nun F, den Gleichungen (6.) gemäss zu be- 
stimmen. 


Setzt man 


R+&,—n, \. 
Fr (Bm y.,, 


so wird die erste Gleichung (6.) 








of  Ofı of) 
EZ )HRHE N) u = 0. 
und die Nebenbedingungen lauten: 
gr of 
für S=$ı, hf.+ In =( 
ofı 


ya hfr(R+Ss- N) gr =, 
seh yean, Am 


Für den Fall A=1 werden diese Formeln identisch mit denen, die im 
vorigen Problem F gleich einer Function zweiten Grades bestimmen, darum 
ist wahrscheinlich, dass auch für A>1 man ihnen durch ganze rationale 
Funetionen genügen kann. 

In der That zeigt sich, dass allgemein eine Function vom 2hten 


Grade ausreicht, und zwar werden, wenn man zur Integration die Abkürzung 


g-&,=r, n-n=y, R+&,—n=e einführt, die Werthe 


Dr 





fh = 1, 
un 2cı 
el ni FR be 
fi n- i : 
2(2—y) z’+y’—82°’y | 6lay’—yr’) , 6r’y’ 
= HH I, 
f + r + r + r + r 
u. 8 f. 


In den ursprünglichen Variabeln giebt dies 











F, == 1, 
| _ R-+e, e—e, (T—T, )’—(e—e,)’ 
ae 1. 5 Frash R+te  2(R+e,)’ ): 





R=.-.usf. 
Es wird sich zeigen, dass wir keine höhere Function brauchen als F;, so- 
bald wir nur das an die Spitze gestellte specielle Problem behandeln. 
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. Of, 
3. Bestimmungen von 9,, 4 
oe 


und A durch die gegebenen Grössen. 
(Genau wie im vorigen Problem lässt sich auch hier eine Relation 


, n op 
zwischen g und Ep angeben, welche also die Bestimmung nur einer dieser 


Grössen dureh die direet gegebenen Daten erforderlich macht. Die Glei- 
chung (7.) gilt für jede Lage von ec, also auch, wenn e in die 7-Axe rückt, 
d.h. 8 =0 ist; das hat wegen der Eigenschaft von F, zur Folge, dass 
diese Formel ergiebt 


9.) 09 - fa TA: - AZ —)+ p, = ud FREE = )| Hl 


0) 
ur u 8... 0 





wobei das e,=(0 nur für die F, Betracht kommt, da 9, diese Grössen 
gar nicht enthält. Diese Formel gilt für jedes z,, also muss sie eine be- 
Op, 
OÖ 

Für A=0 lautet die Gleichung (9.) wegen der in (8.) enthaltenen 
Werthe F, 


stimmte Eigenschaft von ergeben. 


27T, rn) ) 
a / de( I: Pie... 


ot oe 
0 


Diese Gleichung darf auch nach 7, differentiürt werden und giebt, da 
t, nicht enthält, 

| o oc 

(10°.) Po u IR i 


oe oT 


| 


Für A=1 giebt (9.) RR 


er 0 Sala +) 2], 


0 


und nach dreimaliger Differentiation nach z, 


„04, 

— 4 ; n3 
2... or _ MM _p 
or’ R’ oe R® or’ 


. . . . 0. Ö .. . . } 
Diese Differentialgleichung für F' lässt sich unter Hinzunahme von (9.) 
oe 
. O1 \ & i 
selbst und der Bedingung, dass = nicht für 7=0 selbst unendlich 
werden darf, mittelst Variation der Constanten integriren und ergiebt: 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 4. 39 
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Ss Om u PR 2 
(10°) Eu En S pe” dr. 


ce ot R’ 








0 
Was den Umstand betrifft, dass diese Relation in scheinbarem Widerspruch 





’ r a op £s r . 1! 
mit der Annahme für 7=0 nicht r. = () ergiebt, verweise ich nur auf 
das zu Gleichung (6.) des vorigen Problems Gesagte. 

Op 


de 
h>1 bestimmen; sie wird aber nur dann nöthig, wenn der Zustand auf 


der Kugel als mit der geographischen Breite variabel gegeben ist, also 
nicht in dem weiterhin speciell behandelten Problem. 
Wie oben ist aber auch hier die vorstehende Methode nur anwenl- 


In derselben Weise lässt sich die Relation zwischen 





und , für 


bar, wenn g eine nach 7 differentiirbare Funetion ist. 

Im wichtigsten anderen Falle, dass für <>r, dauernd = ist, 
ist das Integral (9.) zu theilen in eines von O bis z,, ein zweites von 7, 
bis 7,, und im zweiten und r gleich Null zu setzen, im ersten für 
der Werth aus den Gleichungen (10.). 

Führt man dann die dreimalige Differentiation nach 7, aus, so er- 


giebt sich für 





„2 OP, WR 
Bi N 
ot’ R’ oe I 


m Op h 
aus der, da für r=»x . endlich sein muss, folgt 


n T 
op, -— 
&; ) — k,e R . 

ce T>T, 


Die Constante bestimmt sich, wie bei Gleichung (8.) des vorigen Problems 
gezeigt ist; In analoger Weise auch )_, für h>1. 
Da die Constante nicht unter allen Umständen verschwindet, so zeigt 


das letzte Resultat, dass selbst das dauernde Verschwinden von nicht 





. oO . . Li + . [3 y 
nothwendig 3 zum Verschwinden bringt, demnach mit g nicht zugleich 


die Bewegung selbst in den unmittelbar anliegenden Schichten aufhört, 


einen Werth zu haben. 
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Wäre das Problem so gestellt, dass g selbst gegeben wäre, so 
wäre es durch die Gleichung (7.) in Verbindung mit (10.) vollständig ge- 
. . 5 _ .. 2 1.78 u 06 . 
löst. Denn in (7.) kämen dann nur direet gegebene Grössen: y, und 


oT 
vor. Sind aber die einzelnen %, gefunden, so folgt, da 


op = 3, px" 
ox 
ist, das gesuchte: 
’ L X% + En Zu 
p = gu‘ Zn ) E= P3 p, 1 — 2. f (x — 1 \ 
1 T 


durch Integration der letzteren Formel nach z. Das letzte Glied y(z = 1) 
ist nach der physikalischen Bedeutung von g Null, da es sich auf die 
s-Axe bezieht. Dies kann man auch schreiben: 


a ee 


Die Discussion des hierdureh völlig FERERR Falles, dass für x ein Werth 
direet gegeben ist, d.h. also die Glieder vorstehender Reihe für e=(0 einen 
bekannten Werth haben, kann unterbleiben, da die Gleichung (7.), die die 
Lösung enthält, der Gleichung (4°) des vorhergehenden Problems äusserst 
ähnlich ist, der ganze Fall aber physikalisch kein Interesse hat. Ich gehe 
sogleich über zum eigentlichen Problem, dass & und o und dadurch 42 und 


P gegeben sind. Durch sie ist g jetzt auszudrücken. 

Hierzu führe ich in die Gleichungen (4°) und (4°), nachdem die 
letztere einmal nach x differentürt ist, Kugelfunctionen ein, d.h. bilde ausser 
den schon benutzten für A, I und g aus Formel (5".), (5°) und (11.) 


noch weiterhin die Reihen 


\ 2 = 3, [2, ee, 
383: , pi 
I 2. BY) P, A, 
OL 7 
also 
P.- P,+ı 
Cr) -(Pı+ »)+ +2. Tee 138" 


denn für P gilt dasselbe, was bei Gleichung (11.) für y benutzt wurde. 
Hierdurch zerfallen diese Gleichungen in unendlich viele, die sich schreiben 
lassen wie folgt. Zunächst für die Coeffieienten der Kugelfunetionen nullter 
39* 
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Ordnung: 
a8, TATRRL op, 0 op, 1 


| ; ——- — nd Fu > -.L 
BER \ oT” > ae 3(R-+e) Pin 
(14°) = r 
| Ps, 
De... 


ferner für alle höheren 


(o?’8, | (% SB. 1 wo 1, (A+1)Yurı ) RAEN h. ned, 
2h—1 ix +3 


aa oT’ de R-+e R--e (R-+e)" 
.) je Pr —n h-+1 og, ı hy.- Sy (een, (k+N)pr+1 Zr. h(h+-1)n.-ı 
Or TO R—IN de R-te Er 3 R-+e (R-+e)' 


Hierin ist A=1, 2, 3, ... © zu nehmen; m, kommt garnicht vor. 

Wende ich diese Gleichungen für die Kugelfläche an, setze also in 
ihnen e=0, so stehen links gegebene Grössen, denn 2 und P sind als 
Functionen von 7 gegeben angenommen. NRechts aber stehen, da ich 
dg 
‚de 


a . ; oO .. 
nach den Gleichungen (10.) durch p und Sr ausdrücken kann, nur 


drei Unbekannte in jedem, gleichem A entsprechenden, Formelpaar: ,_,, 
Pr, 2%. Es ist ein sehr glücklicher Umstand, dass aus jedem Paar zwei 
von diesen drei Unbekannten sich gleichzeitig eliminiren lassen, sonst würden 
sich reeurrente Formeln von grosser Umständlichkeit ergeben. So ergeben 
sich aber die Gleichungen: 


f I o’P, 2 öq, 
15. | i er ZZ 
(19) 
| Bu u ° 
| 0 an ö°’P, == 2h-H1 OPrr+i A 1 
l. @+1) r O0 — +3 Bar R ) 
(15.) h 8 A _ AH ron _ un.) Mn 
ee de R R' ? 


| k=1 2,3, 
Setzt man nun nach den Gleichungen (10°) und (10°) (die man sich für 


. .. » \ . og, ® .. 
die höheren h fortgesetzt zu denken hat) die Werthe der > ein, so erhält 


man durch die Gleichungen (15%) I. und H., und (15.) I. in Form von 
Differentialgleichungen die y, völlig bestimmt, wenn man noch hinzunimmt 


die Nebenbedingung, dass kein g, für r= ® selbst unendlich werden darf. 
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Die Gleichungen (15.) II. bestimmen dann, wenn man die gefundenen 9, 
hineinsetzt, sogleich die Grössen n,. 
Ist hiernach %, (d. h. für die Kugelfläche) bestimmt, so ist durch die 
Gleichung (7.) auch 9, (für jede Stelle) bestimmt. Dessen Werth nebst 
dem von n, aber in die rechten Seiten der allgemeinen Gleichungen (14“.) 
und (14.) eingeführt, bestimmt nach einer zweifachen partiellen Integration 
nach 7 die eigentlich gesuchten Grössen (2,, P, und dadurch & und o selbst. 
In dieser Weise wäre das Problem für jedes gegebene Schwingungs- 
gesetz der Kugel (das differentürbar ist), auch wenn ® und o beliebige 
Funetionen von z sind, also etwa alle Glieder 2, und P, von Null ver- 
schiedene Werthe haben, vollständig durehführbar, aber ich habe nicht 
finden können, dass irgend ein complieirteres Schwingungsgesetz physi- 
kalisches Interesse darböte. Darum beschränke ich mich auch von hier 
ab (bisher ist Alles allgemein gültig) auf das specielle Problem, dass die 
Kugel gleichwie eine starre parallel der z-Axe oseillirt. 
Dann ist nur 2, von Null verschieden, 
2,=0 für h=12,3...%, 
= u he 1,2... © 
Hierdurch wird Alles verhältnissmässig sehr einfach. 


h - 0, ’p, . 
‘is folgt aus (15%) I, da nach (10) nn =— ni Ist, = 0 
- 'e 3 


wenigstens ist es erlaubt, die Constante so zu bestimmen. 
Die Gleichung (15) II. giebt 
i o’R Op, fp, 
(16,) un ar ii de 7 R 
und bestimmt gı. 

Die Formeln (15.) I. gestatten alle y, für A>1 Null zu setzen, 
und da das Problem nur eine Lösung hat, ist auch wirklich y,=0 für 
alle A>1*). Von den Gleichungen (15.) II. bleibt nur eine, für h = 2, 
sie giebt 

O6 2C en 
1) 09=- ai Be n R + R®' 
Sie bestimmt »,, im Uebrigen ist 


*) Hiernach sind wirklich alle F, für A>1 für das Problem nicht zu bestimmen 
nöthig, siehe p. 304. 
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n,=V0 für h=0, 
h=R 3... 
Sonach bleibt von der Reihe der $, und », nur je eines, das nämlich für 
h= 1; ausserdem noch m, in der Formel für 4, welches den hydrostatischen 
Druck im Zustand der Ruhe giebt, und überhaupt bei einem unbegrenzten 
Medium unbestimmbar ist, da es wesentlich von dem auf die freie Ober- 
fläche ausgeübten Druck abhängt. 
Ich will nun die Berechnung von y, und 4, durchführen. 





Q) 
| 





In die Gleichung (16.) setze ich aus (10’.) den Werth von —-- 


Q 
® 


und schreibe sie: 


T 


,eR u ee r 
3 ae är ne R 4 








Dies ergiebt durch einmalige Differentiation ah T 


«#8 8, ‚09’Q 0°g 
3 +) 

R &r or or 
Zur Integration ist zu benutzen die vorhergehende Gleichung selbst und die 


Bedingung, dass 9, nicht mit 7 unendlich wachsen darf, dann folgt 


(18.) 3 (2 , = 9. 


Dies ergiebt, dass im Allgemeinen für = 0 nicht g,= 0 ist, wie man er- 
warten sollte; es ändern sich also nicht blos die Differentialquotienten, 
sondern g selbst sprungweis beim Ueberschreiten der &-Axe, falls nicht 


_ 


-O O : 
+ ) =() ist. Dies erklärt sich dadurch, dass Y ja wesentlich 
T=0 


dureh Differentialquotienten von P und 2 definirt ist (siehe Formel (2.)). 
2 und P selbst können sich nach ihrer physikalischen Bedeutung nicht 
sprungweis ändern. 

Nunmehr ist auch das allgemeine y, berechenbar. Dazu nehme ich 


Formel (7.) für A=1, setze hinein F, nach Formel (8.), = nach Formel 


(10°), so folgt 


0 u on T—t, , e(2R+e)—(r—7,) 
IPıle=., = Film hf di [(- R(R+e) 2R’(R-+e,) 
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t 





denn F, hat die Eigenthümlichkeit, an den beiden Stellen b und e gleich 
1 zu werden. 

Integrirt man den zweiten Theil des Integrales dreimal partiell, so 
vereinfacht sich das Resultat ausserordentlich und man erhält: 


er e, ” zu bu 2 ; 
19.) I9ılaı = Plan Korea) ® ee; pe’ dt. 


Hier hinein endlich ist der Werth %, aus (18.) zu setzen: bedenkt 
man, dass 


p, e” an 73 
ist, und 2, für z=0 Null sein soll, so ergiebt sich leicht 


(20.) Pıle=e, = 3(- R er + 0 -)-. . 


ı1=T, or 
Dazu erinnere ich, dass diese Gleichung nur für 7,—e, > gilt, und für 
n—e<0 9,=0 ist (siehe das zu Gleichung (7.) Gesagte). 
Hält man hiermit zusammen Gleichung (18.) 


— iM AN 
Pılran = 3 R ' or mn’ 


so erkennt man, dass sich p vollständig regelmässig mit der Geschwindig- 
keit a fortpflanzt, und allenthalben sogleich nach Beginn der Bewegung ein 
stationärer Zustand eintritt. 
Die allgemeine Reihe für g redueirt sich, da von allen , nur , 
von Null verschieden ist, auf 
p= 5) (1-X°) 


1—r’ 
d.h. wegen der obigen Resultate wi 
IR 
21) 9 = -3( 4)... 


In der That genügt dies y allen TONER Bleiciuiaen, zumal der Haupt- 
gleichung (3°), wie man leicht zeigen kann. 
Ich will hierzu gleich den Werth der zweiten Hülfsvariabeln A setzen, 











der sich durch Einsetzen des gefundenen p, in die Gleichung (17.) ergiebt. 
Dafür berechnet sich nach (10°.) zunächst 


&v, . -3[% ur. SE: ]. 


R TR ı "Te 
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und demzufolge 


‘ 2, 2 = 
(22.) N, . 0 344 3R° +R .* 
T=T, 
Da alle übrigen », Null sind, redueirt sich die Gleichung (5°.) für 4, wie 
es den Argumenten r7,, e, und x entspricht, auf 


n,X 
(ke gr 


CE 


l 


= mt. d.h. 


_ Ä x 
BB ie M—SChrey: 
Dies ist mit a’ multiplieirt der ERRT Druck im elastischen Medium. 

Die Formel zeigt zunächst, was schon oben erwähnt wurde, dass 
die Druckänderung sich momentan durch das ganze Medium fortpflanzt, sie 
geschieht gleichzeitig allenthalben mit der Aenderung von @, Die Druck- 
änderung zeigt sich ferner als eine ungerade Function der geographischen 
Breite, also auf der +z Seite und —z Seite der Kugel von entgegenge- 
setzter Grösse. Dieselbe ist endlich indireet proportional mit dem Quadrat 
von R-+e,, nimmt also sehr schnell mit der Entfernung ab. Es scheint 
von Interesse, die Resultirende zu bestimmen, die dieser Druck nach der 
Bewegungsrichtung der Kugel hat. Diese ist: 


FE ü ,.dI$ dp.sinp.cosp 


0 V 


n, R’ 
ze 4 


(R+e,)' 
Ar R’ 

a na. 
3 (R-e,) 


Sn 


Man erkennt also, dass die Dhesgenz der dieser widerstehenden 
Druckcomponente entgegen nicht unendliche Kraft erfordert, und also von 
dieser Seite her selbst gegen die Hypothese absoluter Incompressibilität 
kein Einwand zu erheben ist. 


+1 
anf 2 de 
| 


Die Ableitung vorstehender Kesultate setzt voraus, dass 42, einen 
nach 7 differentiirbaren Werth hat. Von andern Möglichkeiten sei wiederum 


nur die wichtigste behandelt, dass von einem Werth ==, an (2, dauernd 
Null ist. 
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In diesem Fall ist eine der obigen ungefähr entgegengesetzte Be- 
handlung anzuwenden, nämlich aus Formel (16.) die Relation für an und 
aus (9°.) g, zu bestimmen. 

Ist für >n &,=0, so folgt zugleich 


Pas sıL ‚2: 708 


ce R 
Die Integration in Gleichung (9.) ist zu theilen 


0= "far = f"far+f "far, 


. u. _. h 
im ersten Integral derselbe Werth für Br einzusetzen, wie ihn (10”.) giebt, 


Me a 
im zweiten = — 
ce R 


das Integral zu beseitigen. Das erste Integral verschwindet dabei voll- 
ständig, da es 7, nur in der Function zweiten Grades F, enthält, das zweite 
aber giebt 


‚ und dann durch dreimalige Differentiation nach z, 


o’p, PR. pp, uk 

or’ R or 
Da aber y, nieht mit 7 unendlich wachsen darf, ist von den drei möglichen 
Lösungen nur die eine brauchbar: 

(Pı)r— ir, = eonst. 
Diese Constante bestimmt sich durch Einsetzen des Werthes 9, in die Glei- 
chung (9.) 


T, 
_—— e 
wi e R T, R 
(Pi Ir>1r, u; A Pı e dt, 
0 


wo im Integral 7 < z, ist, also y, den oben bestimmten Werth hat. Setzt 
man denselben nach (18.) ein und bedenkt, dass sich (2, selbst nach seiner 
physikalischen Bedeutung continuirlich ändern muss, also für =(0 und 


T=r, (4,=0 ist, so ergiebt sich für 7 >, 


— I oy 

(24) g,=0 und also auch - =(. 
Dies in Gleichung (19.) benutzt ergiebt p, =0 für *>r, und das analoge 
für das gesammte 9. Es pflanzt sich im vorliegenden Problem hiernach 
also das Beginnen und Aufhören des Werthes p regelmässig mit der Ge- 


schwindigkeit a fort. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIX. Heft 4. 40 
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4. Berechnung der gesuchten g und w aus den gefundenen p und ). 


Von den Gleichungen (14.), die, wie oben erwähnt, zur definitiven 


Bestimmung von 2 und P verwandt werden sollten, bleiben wegen der 


Eigenthümlichkeit des Problems, die alle 4, und », ausser p, und n, ver- 
schwinden lässt, nur folgende zurück, in denen ich gleich überall z, und e, 
an Stelle von 7 und e setze: 











FR, „8 (de + p, 
or (R+e) 
&R, er Te: 2p, « en, 
or? 3\de R-te, (R-+e,)’ ’ 
Bi u Op, _._23P, on 
+ 2 Bra) taarey 
Für alle übrigen 2, und P, gilt 
Pine ng: 
Er "en 
woraus geschlossen werden darf: 
2,=0 für hel,h=34...o, 


P,=0 für A=0,1, und h=3, 4, 


Die zweifache Integration nach z,, die noch nöthig ist, um aus den obigen 
Formeln 42, 2, P, zu erhalten, führt, statt der Integrationsconstanten, auf je 
zwei willkürliche Functionen von e, in der Form r,.E, + E,, die sich dadurch 
—() bestimmen, dass für „=®» die 2 und P nicht unendlich werden 
dürfen und 42, P und A die ursprünglichen Gleichungen (1.) erfüllen müssen. 
So schreibt sich das endliche Resultat 


4 = -1/ Jan) (Er Far 
Pe ı/ f(dr,) (Ge - 0) (2) 2%... Wi], 
P, = — Man) (Ge -7)- GE) 2] 


Hierin ist nur noch für P 7, fı, 9. der Werth nach den Gleichungen 

















(10°.), (18.) und (20.) zu setzen, um die gesuchten Grössen völlig in ge- 
gebenen auszudrücken. Dies letzte geschieht am bequemsten, wenn man 
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einführt eine Funetion von 7 


> = 1 /fary 2, 


ihre Differentialquotienten nach 7 durch obere Indices, also 


o® en &' op 3 = &", 

oT ww 
und ihren Werth für «=r, resp. r=r,—e, durch die unteren Indices 7, 
und 7,—e, bezeichnet. In dieser, aus gegebenem 42,= Rw sogleich zu be- 
stimmenden Function schreibt sich das Resultat: 





| (Br. = RP/_, (nämlich = 2, für = 1,-—e,), 

v 3» 3D' u R’ 3D 30 zu 

(25.) (2),.. er Str TRIe e, +& er ns (R-He )’ E R +» l. 
Br. u -3(2,),.- 

Und hiernach wird endlich, — da aus dem Verschwinden aller 2, ausser 


2, und 2, sowie aller P, ausser P; folgt: 


und 2 = (R+e)w, P=r'oe=(R-+e)(1-—-x”)o ist, ® und re aber die 


eigentlich gesuchten Verschiebungen sind, — das Endresultat sich ergeben 
durch Einsetzen der obigen Werthe in die zwei Formeln 


1 . 
0), = R+e, (2,+23 3.02, (2° — 1)), 
1 ae 
TO, = —2(R+e) P,x) 1—a . 


Dies ergiebt für die Stelle e,, x die z, entsprechenden Werthe der Ver- 
rückungen und damit die Lösung des Problems wie folst: 


R 3%» 3p' 


uud in Drag ch" 
ww, = R-+e, I... (a — Y( (R-+e,)’ Tre r r a 


Si. 3P 3p' Lg" ]. 
2) | “ En) E 5 1.) 


MT TERFe) 


l 


— Hu um 3p' R 
erl- Aaateateke 


(6 sa +® ee 4 5") ). 
Sn 
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Hierin ist x = c0sg, = ey — und d/=w, d.i. die direet gegebene 
Verrückung der Kugel. 

In der That, setzt man diese Resultate nebst dem für 2 erhaltenen 
in die drei Gleichungen (1°), (1’.), (1°.) ein, die als Hauptgleichungen das 
Problem bestimmen, so wird denselben vollständig genügt und bestimmt 
sich zugleich die, wie oben gesagt, zu (2. (3, P; durch die Integration 


hinzugekommene Function von e, zu Null. 
Das Merkwürdigste, was das erhaltene Resultat darbietet, lässt sich 
ohne Einführung eines bestimmten Werthes $ oder ® schon aus der Form 


der Gleichungen (26.) ablesen. Dieselben zerfallen in zwei Theile; in dem 


. [2 [2 . e 
ersten ist in ?D oder seinen Ableitungen = r,—e, also t=t— = zu setzen. 


Dieser erste repräsentirt also eine mit der Geschwindigkeit a sich aus- 


breitende Bewegung, die aber — das zeigt schon die Form, und wird 
sogleich ein Beispiel noch näher darthun — der Art nach nicht mit 


der gewöhnlichen Annahme übereinstimmt. Hinzuzufügen ist, dass dieser 
Theil vor dem Zeitpunkt 4, = ni Null ist. 

In dem zweiten Theil ist aber nur 7=r, zu nehmen; er repräsentirt 
also eine mit unendlicher Geschwindigkeit sich ausbreitende Bewegung. Die 
Ableitung der Formel zeigt, dass dieser Term die Folge ist von der sich 
momentan durch das ganze Medium hin fortpflanzenden Druckänderung, die 
durch die Bewegung der Kugel, wie oben erwähnt, veranlasst ist; — er 
hat auch mit jener die Eigenschaft gemeinsam, sehr schnell mit wachsender 
Entfernung abzunehmen, zumal wenn AR, der Radius der bewegten Kugel, 
sehr klein ist. 

Von der Nothwendigkeit einer solchen Welle (wenn man anders 
für eine momentan sich ausbreitende Bewegung noch diesen Namen an- 
wenden darf) kann man sich auf eine doppelte Weise überzeugen. 

Einmal, indem man sich statt der Kugel eine unendliche Ebene denkt, 
die parallel ihrer Normale oseillirt; ist das Medium ineompressibel, so muss 
es als Ganzes der Bewegung folgen, — ist also eine unendlich grosse Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit nöthig; diese kann aber doch nicht plötzlich 
ganz verschwinden, wenn die Kugel statt unendlich gross (eben) nur sehr 
gross gedacht wird. In der That giebt die Formel (26.) diesen Grenzfall, 
wenn man R=x, e, endlich und e=1 nimmt. 
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Dann ist 


o0,=® =w 
1 I 


T,) 


r0, =V. 


Zweitens kann man die Incompressibilität ansehen als die Grenze sehr 
geringer Compressibilität. Bei compressiblen Medien kommt eine longitudinale 
Welle zu Stande, deren Geschwindigkeit um so grösser ist, je geringer die 
Compressibilität. Die unendliche Geschwindigkeit, auf die wir gekommen 
sind, ist davon nur der Grenzfall. 

Der Beginn der Bewegung an jeder Stelle geschieht hiernach in dem- 
selben Augenblick, in dem die Kugel ihre Ruhelage verlässt, von dieser 


r . r ” e . . . { . . . 
Zeit t=0 bis = besteht die Welle mit unendlicher Geschwindigkeit 


allein, — in der That genügt sie auch für sich allein den Hauptgleiehungen 
dann erst langt die mit gewöhnlicher Geschwindigkeit a sich fortpflanzende 
an. Ebenso verschwindet die erstere zuerst, zugleich mit dem Aufhören 
- ır e, .. ® .. > 
der Bewegung der Kugel, und erst um „ Später die letztere. Im übrigen 
tritt für jede der beiden sogleich die volle Stärke ein, die Gleichungen (26.) 
enthalten ungleich der Schlussformel (7.) des vorigen Problems keine Ex- 
ponentialgrössen. 
Es ist von Interesse, diese momentane „Welle“ noch etwas näher 
zu untersuchen. Setzt man kurz 
sp , 3%! ’ 
1 »"| = Plı 
ji ae Te m). 


so sind ihre zwei Verrückungscomponenten, durch Klammern von dem all- 
gemeinen ® und ro unterschieden, 


u 2 u Y | 
w),, = er) Fin), 


(ro. = eig ,) Fi). 


Ist w als periodische Function von 7 gegeben, so ist auch # eine periodische 
Function. Daraus folgt zunächst, da (w), und (re), derselben Function %# 
proportional sind, dass ihre Phase die gleiche, die resultirende Bewegung 
aller Orten also eine „linear-polarisirte“ ist. Die Richtung der Verrückung 
v für verschiedene Punkte bestimmt sich durch 

nn BE. 


ET zyfl—a? cosp.sing 
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ergiebt also 


2(e,2)=0 für 9y=0 
— ” - g=55", d.h. eosp=TV4 
Be ar sı 
=» I - N = Dy 
In 0 /T 
=. p= 125, d.h. cosp = — 14 
= - y=NT, 
Fig. 2. und zwar ist diese Richtung unabhängig 
von der Entfernung der Stelle vom Kugel- 
» centrum. Die Figur giebt eine klare An- 
schauung von der Richtung dieser augen- 
blicklich fortgepflanzten Verrückung. Ihre 
Pu Grösse bestimmt sich 
Pi ae Rs en 
/ ee ran 
| Per > ist also nirgends Null. Die Wurzelgrösse 
| PAR. ..,% bewegt sich zwischen 4 und 2. 
\ BE Die absolute Grösse des ganzen 
| Ne 


Termes o ist für die Stelle der Oberfläche. 
für de e=+l ist, falls R einigermassen 
gross ist, etwa Zw. 

Bemerkenswerth ist, wie die durch 
die Bewegung der Kugel auf der einen 
Halbkugel verdrängte Masse durch die Aequatorialebene hindurch nach 
der anderen Halbkugel geschoben wird. Das wirkt mit zur Erklärung 
einer sehr eigenthümlichen Thatsache: 

Wendet man die Formel (26.) an für den Fall, dass A=x und 
z=( ist, so erhält man zicht die Formeln, die man durch eine der ange- 
wandten ganz analoge Methode für die Fortpflanzung der transversalen 
Oseillation einer unendlichen Ebene ableiten kann, nämlich nicht w, =#, _.. 
sondern 

0, = Pt (Pr. Pr)). 


Der Grund für diese Abweichung liegt eben darin, dass bei einer unend- 
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lichen Ebene jene Strömune dureh die „Aequator-Ebene“ nicht eintritt. da 
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sie bei ihrer Bewegung keine Masse verdrängt. In diesem Falle ist es 
also einmal xicht richtig, eine Ebene als Grenzfall einer Kugel anzusehen. 

Die Formeln (26.) sind in ihrer ganzen Allgemeinheit unbequem zu 
diseutiren, und es ist daher vortheilhafter, specielle Annahmen einzuführen. 


Nimmt man e, gross gegen R, — das ist der in der Optik vor- 
kommende Fall — so wird in erster Annäherung 
R 2 
= ——}(1-e2)& 
o,—_ € . 
T, R-+te, 2( ) n—9) 
R e Fe 2 7 
3 < 
r0, = -— 3a) _ 
®,, R-+e, - T, ı) 
won &,_, = w,-, Ist. 


Dies zeigt, dass in beträchtlicher Entfernung von der Kugel die fort- 
gepflanzten Schwingungen lineare werden. 
Ihre Richtung wird bestimmt durch 


cr 


"ira 


= — cotggp. 


d.h. die Schwingungen geschehen senkrecht zum Radius, also so zu sagen 
transversal. Ihre Grösse ist 


R I 
V= -———-3®'_ ‚Vi-r 
R-+e, 2 Te, } ’ 

also proportional mit sing, demnach 0 in der Polaxe, ein Maximum 


R ı . . y . 
u; ve P,-., in der Aequatorial-Ebene. Im letzteren Resultat weicht 
l 


der Factor 3 von dem ab, was man erwartet. Dieser Verstärkung der 


/ fortgepflanzten Bewegung in der Aequatorial-Ebene entspricht aber auch 


‚ das Verschwinden derselben in der Polaxe, — nur so kann die lebendige 


Kraft derselben Schwingung in concentrischen Kugeln constant sein — 
wie ja nothwendig ist. 

Die Phase stimmt, wenn & eine periodische Funetion ist, mit dem 
überein, was man gewöhnlich annimmt; daraus folgt dann (anders als im 


| vorigen Problem), dass die Wellenlängen nahe constant sein müssen. Streng 


ist dies übrigens nicht der Fall; verglichen mit den in unendlicher Ent- 


| fernung stattfindenden sind in der Aequatorialebene die unmittelbar an der 


Kugel liegenden zu gross, die weiteren zu klein und nähern sich asympto- 
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tisch dem Grenzwerth. Dazwischen und zwar in der Entfernung R von { 
der Kugel liegen Wellen von normaler Länge. Auch hierin findet eine ( 
Verschiedenheit mit dem vorigen Problem statt. a 

Um zu zeigen, in welchem Sinne die in grösserer Nähe eintretende t 
Bewegung von der eben betrachteten abweicht, will ich ein Beispiel durch- | N 
rechnen, nämlich annehmen | ri 


o® = Asinzr. bi 
[2 * 2rı . s . n 
Da 7=at ist, so ist z=,-, also in der Optik sehr gross; ich werde, um ie 
BE a ) 1 = 
.. ir a FF D . a Zu LEE L Y. 1% 
übersichtliche Formeln zu erhalten, z(R£e) und selbst —- gegen 1 veı 
nachlässigen, was allerdings ein beträchtliches R voraussetzt. Das giebt 
AR [( n . R°’ D 
ER EB... 48 er ‚ a EN > DEE „ 
o,=3 Re (1—-z’)sınz (z, e)teRrey® Hsinzr,], 
„ AR | 2, ] 
— Ren 3 un  SBE ER U RER 2 Y 5) u. ee" big ae u 2 Ze 5) 
r0, = —3 Rte zy1—-z’|sinz (7, —e;) Are) sinzr, |. 


Diese Componenten ergeben im Allgemeinen nicht geradlinige Schwingungen. 
sondern elliptische in der Meridianebene der Kugel. Geradlinig sind sie in 
der Polaxe und Aequatorialebene, wo re ganz allgemein Null ist. 

Die Werthe von ® in diesen zwei Fällen sind 


2 


0. = — ‚sinzr,, 


a” (R-+e,)’ 
enthält also in dieser Annäherung nur die Welle mit unendlicher Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit: 
R: 
2(R-+e,)’ 
besteht aus zwei Theilen mit verschiedener Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 
Geradlinig sind die Schwingungen ferner in concentrischen Kugeln, 





ww, = er [3 sinz(n- e)— sin, | 
2x0 3 “\tı 1 “tj 


R+e, 


j hl . . “ h 
für die eg, = une ist, die also von der Kugelfläche R beginnend um halbe 


2 
Wellenlängen von einander abstehen. Aber ihre Richtung ist dort weder 
transversal noch parallel der s-Axe. Sie bestimmt sich, je nachdem % eine 
| gerade 


| Zahl ist durch die Gleichung 
ungerade 





tg(e,3) = — cotgp: 
1 





J 





\v 
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Transversale Schwingungen sind durch tg (vo, 3) = — eotggy gegeben; so folgt 
dann, dass die Schwingungsrichtung in auf einander folgenden Kugeln 
abwechselnd nach der einen und andern Seite von der transversalen Rich- 
tung abweicht, — je weiter ab, d. h. je grösser e, ist, um so weniger. 
Nimmt man hinzu, dass für die Kugel vom Radius R die Bewegungs- 


richtung parallel z gegeben ist, so kann man sich leicht eine Vorstellung 


von dem ganzen Vorgang machen. Zwischen diesen Kugelflächen finden 
nun elliptische Bewegungen statt und zwar in um so grösserer Elliptieität, 
je näher die Stelle an der Kugel vom Radius AR liegt, je weiter zugleich 
von Pol und Aequator. 


Königsberg i. Pr., Januar 1880. 
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Zur Fresnelschen Theorie der Diffraction. r 


(Von Herrn W. Voigt in Königsberg i. Pr.) 
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Die Fresnelsche Theorie der Diffractionserscheinungen *) liefert zwar 
hinsichtlich der eintretenden Licht-Intensitäten vollständig mit der Beobach- ni 
tung übereinstimmende Resultate, führt aber hinsichtlich der Phase des fort- 2) 
sepflanzten Lichtes auf einen Widersinn, insofern sie dieselbe nämlich um 
ein beliebiges Vielfache von - unbestimmt lässt. Diesen Umstand habe ich er 
in Wiedemanns Annalen Bd. III, p. 532 ausführlich erörtert, speciell 1) nach- kl 
gewiesen, dass keine Hülfsannahme, die den Fresnelschen Grundgedanken zu 
unverändert lässt, den Fehler zu beseitigen gestattet, und 2) auf Grund der 
elastischen Differentialgleichungen Formeln für die Diffraetionserscheinungen an 
abgeleitet, die die gleichen Intensitäten, wie die Fresnelschen, zugleich aber leı 
die richtige Phase ergeben **). U, 

Indessen ist der dort eingeschlagene Weg recht umständlich und h, 
zwar deshalb, weil die gewöhnlichen Methoden der Integration der elasti- er 
schen Gleichungen verlangten, dass der in Wirklichkeit stetig wechselnde sit 
Zustand des leuchtenden Körpers ersetzt wurde durch eine Folge von erf 
einzelnen Verrückungen. Seit der Veröffentlichung jener Arbeit habe ich Se 
einen weit kürzeren Weg zu denselben Gleichungen gefunden und erlaube de: 
mir, denselben hier mitzutheilen. 

Zuvor jedoch will ich darlegen, worin eigentlich der Fehler Fresnels ers 
besteht (die Theorie selbst setze ich als bekannt voraus). Er liegt, wie eig 
ich dies schon früher vermuthungsweise aussprach, in einer falschen Be- leu 
rechnungsart der Wirkung einer leuchtenden Fläche — oder noch allge- die 

®) Fresnel, M&moire sur la diffraction. M&m. de l’Acad. Tome V, Pogg. Ann. XXX. 2 
sie 


=#) Wie ich nachträglich gefunden habe, hat auf einem diesem ähnlichen Wege 
bereits Stokes die richtigen Diffractionsformeln abgeleitet in den Cambr. Trans. IX, 
pag. 31. 
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meiner in der Unhaltbarkeit des Princips von der Coezistenz kleiner Bewe- 
gungen in der gewöhnlichen Fassung als allgemeine Grundlage der Optik *). 

Fresnels Schluss ist folgender: 

Bringt von » leuchtenden Punkten 2,9131, --- %,Y„2,, die nach den 
Gesetzen a, (8), %(8), ... a,(f) schwingen, an einer Stelle eyz jeder einzelne 
für sich allein die Verrückung U, (t, x, y, 3), Ur(t, z,y,2), ... U,(t,x,y, 2) 
hervor, so wirken sie zugleich schwingend eine Bewegung 


U= ZuU,. 
Dies ist aber falsch. 

Denn damit U, die vom Punkte =,y,3, fortgepflanzte Bewegung sei, 
muss es erfüllen: 1) die Hauptgleichung der Elastieität kurz G(U) = (0 und 
2) die Randbedingung, dass U, (t, x,, Yy,, 2,) = u,(f) ist. 

Die analogen Bedingungen müsste nun auch U erfüllen und zwar n 
der Gleichung (2.) analoge an allen n Punkten; — dies ist aber durchaus 
nicht der Fall, und somit ist es unrichtig, nach dem Prineip der Coexistenz 
kleiner Bewegungen auch nur die Interferenzen zweier leuchtender Punkte 
zu berechnen. 

Sind die leuchtenden Punkte in endlichen Entfernungen von ein- 
ander, so ist der gemachte Fehler gering, da in diesem Falle U an jedem 
leuchtenden Punkte nicht sehr viel von dem verlangten Werthe abweicht: 
U, nimmt nämlich ab indireet proportional mit der Entfernung vom Punkte 
h, am Punkte k überwiegt also U, weit die übrigen Glieder der Summe; — 
er ist aber äusserst beträchtlich, wenn die Punkte unendlich benachbart 
sind, also etwa eine sogenannte leuchtende Fläche (z. B. eine Wellenfläche) 
erfüllen, zumal wenn noch dazu die benachbarten Punkte verschiedene 
Schwingungszustände haben. Dies erklärt denn vollständig den Widersinn 
des Fresnelschen Resultates. 





Ich gehe nun über zu einer strengeren Theorie der Diffractions- 
erscheinungen. Das Huyghenssche Prineip, das gestattet, an Stelle der 
eigentlichen Lichtquelle eine beliebige, sie umschliessende Fläche als 
leuchtend anzusehen, ist unbestreitbar, und ich nehme ihm entsprechend 
die Aethertheilchen in der Oeffnung A des dunkeln Schirmes als leuchtend 
an, d. h. oseillirend nach dem Gesetz, wie es dem Umstand entspricht, dass 
sie sämmtlich durch dieselbe Lichtquelle bewegt werden. Hierbei wird 


*) Dasselbe ist zu ersetzen durch die Methode der „Superposition*. 


41* 
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der Einfluss der Ränder der Oeffnung ebenso, wie bei der Fresnelschen 
T'heorie, ignorirt und zwar auf Grund der Beobachtung, die keinerlei Ein- 
fluss ihrer Natur auf die eintretende Erscheinung ergiebt. Das Huyghens- 
sche Prineip gestattet jede beliebige durch die Ränder der Oeffnung A 
gehende Oberfläche als leuchtend an Stelle der eigentlichen Lichtquelle 
einzuführen, wenn ihre Form nur so gewählt wird, dass man bis zu ihr 
hin die Ausbreitung der Schwingungen von der Lichtquelle aus als un- 
gehindert ansehen kann — also jedenfalls solche, die nur äusserst wenig 
von der Wellenoberfläche abweichen. Ich werde die Gestalt der leuch- 
tenden Oberfläche weiterhin festsetzen, jetzt nehme ich zur Vereinfachung 
nur an, dass der ebene Schirm normal zur Richtung der aus sehr 
grosser Entfernung kommenden Strahlen stehe, also mit einer Wellenebene 
zusammenfalle. 

Nur das Flächenstück A,, das durch den Rand der Oeffnung A be- 
grenzt ist, sendet seine Bewegung nach der Seite vorwärts des Schirmes. 
Die anderen Theile werden einmal durch den Schirm und ausserdem durch 
den Umstand daran gehindert, dass eine Wellenfläche rückwärts keine Be- 
wegung aussendet. Hiernach kann man den Schirm gänzlich fortdenken 
und das eigentliche Problem durch folgendes ersetzen: 

Es ist zu bestimmen der Schwingungszustand an einer beliebigen 
Stelle O eines unbegrenzten Mediums, wenn die Theilchen einer gegen die 
Entfernung von O0 sehr kleinen Fläche A, in gegebenen Oseillationen 
erhalten werden. Zur Zeit £=0 sei Verrückung und Geschwindigkeit 
überall Null. 

Ich nehme das Medium als incompressibel an. Dadurch verwandeln 
sich zunächst die allgemeinen elastischen Gleichungen für die senkrechten 
Verrückungscomponenten a, vo, w, falls e die Dichtigkeit, 4 und u die 
Elastieitätsconstanten bezeichnen, in 

o’u 


en udu, 
0’v 

a pemnni udIo, 
o’w 

ur = udw. 


Noch weiter die Bedingung der Incompressibilität 
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hierin durch die Methode der Multiplicatoren einzuführen, ist unnöthig. Ich 
werde vielmehr nachweisen, dass, wenn die Bewegung auf A, nicht der 
Bedingung der Incompressibilität widerstreitet, diese Bedingung allenthalben 
von selbst erfüllt ist. 






























Dazu bemerke ich, dass die allgemeinen elastischen Differential- 
gleichungen resp. nach z, y, 3 differentürt und addirt für die räumliche 
Dilatation d ergeben: 


e—- = (2u+i)do. 


Die Fläche A, bestimme ich so, dass ich um die untersuchte Stelle O0 eine 
Kugel construire, die die Fläche der Oeffnung A schneidet; ihr Radius 
sei /, so ist derselbe nach der Annahme gross gegen die Querdimensionen 
der Oeffnung A. Auf diese Kugel projieire ich dureh die Lichtstrahlen 
selbst die Oeffnung A und führe die erhaltene Projeetion nebst den die 
Verbindung mit den Rändern der Oeffnung A herstellenden Cylinderstückchen * 
ein als Flächenstück A,. Da die Diffractionserscheinungen nur in nächster sr 
Nähe der Normale auf A auftreten, so kann ich den Winkel v zwischen 


dieser Normale und dem Radius vector von O nach A als äusserst klein de 
ansehen und demzufolge die genannten CUylinderstücke vernachlässigen. Es ei 


wird daher weiterhin nur die Projecetion von A auf die Kugel vom Radius 
! als Flächenstück A, benutzt werden. 

Ich spreche nun folgendes Problem aus: 

Es ist zu bestimmen der Schwingungszustand im Mittelpunkt einer Kugel 
vom Radius l, wenn derselbe für ihre Oberfläche als Function der Zeit ge- 
geben, und für t=( im ganzen Innern der Kugel Ruhe ist. 

Nimmt man auf der ganzen Kugelfläche ausser dem Stückchen A, 
Ruhe an, so erhält man das eigentlich gestellte (Diffraetions-) Problem. 
Indess ist ein Unterschied noch vorhanden, der schon hier zur Sprache 
gebracht werden muss. In Wirklichkeit pflanzt sich die nach O0 gelangte 
Bewegung durch den gegenüberliegenden Theil der construirten Kugel 
in der That fort, one Bewegung zurückzusenden. Indem aber der Zu- 
stand der Kugel in dem substituirten Problem als künstlich in einer ge- 
wissen Weise erhalten gedacht ist, wird die Kugelfläche für auffallende 
Bewegungen undurchdringlich, und werden letztere demnach reflectirt. Das 
substituirte Problem muss also ausser der direct von A, nach O gelangenden 
Bewegung (die das eigentliche Problem auch giebt) eine unendliche An- 
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zahl reflectirter geben, die das eigentliche Problem nichts angehen, weil, 
wie gesagt, bei demselben die Kugelfläche vom Radius / die Fortpflanzung 
auffallender Wellen nicht hindert. 

Das ist bei der Anwendung der jetzt für jeden beliebigen Zustand 
der Kugelfläche abzuleitenden allgemeinen Formeln auf unser besonderes 
Problem zu bedenken. Da die Componenten #, v, w und die räumliche 
Dilatation Öd (letztere für den Fall des compressibeln Mediums) durch die- 
selbe Gleichung gegeben sind, so betrachte ich allgemein eine Function 
f(t,&,y, 2), die genügt der Gleichung 


ba 
or RE 


und auf der Kugelfläche als f(f) gegeben ist, ausserdem für £= 0 genügt 
der Relation f=V(, = —=(. 


Auf IE RTOR durch O transformirt ergiebt sich 


er #), VRR 
ot? r? or CoSp 27; LT 9 ow’ 


Es lässt sich nun aber die gesuchte Grösse f(f, r=0), oder kurz fi, auffassen 
als der Mittelwerth von f auf einer unendlich kleinen zur gegebenen concen- 
trischen Kugel und steht zu vermuthen, dass derselbe auch nur vom Mittelwertl 


der gegebenen Grösse f abhängig ist. Multiplieirt man demzufolge die 


Hauptgleichung mit rcospdy dw und setzt 


rn R ? r = er N. f=M wd Mu=M, 


so folgt für diesen Mittelwerth die Gleichung 


co’M => 2 oM 
6 ör’ + r or 


ot 
und, wenn man darin 
rM = N 


und zugleich 7 an die Stelle von at setzt, zur Bestimmung von N 


ei Man. 
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Nimmt man, um die Riemannsche Integrationsmethode *) anzuwenden 
T+r 


. T—r 
Zu Th We ne 7, 
so folgt für N die Gleichung 
o’N 
Bez m 0. 
oson 


Will ich im rr-Coordinatensystem das Problem darstellen, so habe ich auf 
einer Parallelen zur z-Axe im Abstand r =/ (sie heisse P) N als Function von 
r gegeben zu denken, desgleichen auf dem Stück der r-Axe (d.h. für 7=0) 
von o bis /, ı. s. w. gleich Null; A bezeichne einen Punkt auf der 7-Axe ent- 
sprechend 7=1r,, für den der Werth von N gesucht wird. Die +5-Axe halbirt 
den ersten, die +n7-Axe den zweiten Quadranten. Als Integrationsgebiet wähle 
ich eine gebrochene gerade Linie **), die erstens von A parallel zur —n-Axe 
verläuft bis zur Stelle B auf der Geraden P, zweitens parallel zur —$-Axe 
nach der Stelle C auf der 7-Axe, drittens wieder parallel der —n-Axe nach 
P hin u. s. f., bis sie endlich irgendwo die r-Axe zwischen o und Z schneidet. 

Ich bilde dann 

= ie ‚- -dn ma N dE- j kn. dn-+ +[ 2 - .dn. 

” 0& on on ” oson gt Oo eo 

Hierin liegt A, C, E, .... auf der r-Axe B, D, F,... auf P; K auf der 
r-Achse, J je nach Umständen auf der -Axe oder P, demzufolge da ent- 
weder mit ds oder dn identisch ist; ich nehme J auf der r-Axe, also 
dn = dn, was ohne Einfluss auf das Resultat ist. 

Die Integration giebt 


= (a te. 
EZ EI 


Dafür schreibt sich aber, da für die Stelle X N und seine Differential- 
quotienten Null sind: 


ON ON ON ‚„[oN öl ON ‚ON 
ae [5 +7 2 2 1. [1 +5, Tor I; 
Hierin für N seinen Werth Mr gesetzt und bedacht, dass in ACD..r=0 
*) Siehe die vorhergehende Abhandlung. 


**) Nicht eine Fläche wie in der vorigen Arbeit — bestimme auch die willkürliche 
Function im Voraus gleich 1. 
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ist, ergiebt: 


0=M, -2(2E9) a (EN). FR 


Also wird nach der Bedeutung der Indices A, B, D, 


21 ’OM 21 /oM 21 ’oM 
Mi, “umTke ) | #Z a) | +5 ® I. ande 


uch, Ta — ge u 
a a a 


Es ist klar, dass hierin das erste Glied rechts die direct eintretende Welle, 
das zweite die nach einmaliger, das dritte nach zweimaliger Reflexion 
darstellt u. s. w., denn das erste giebt die Abhängigkeit vom Zustand der 
Kugel vor der Zeit = das zweite vor = das dritte vor = u.s.f. Nach 
dem Vorausgeschickten betrifft uns für das Diffraetionsproblem nur das erste 
Glied, es bleibt daher Bar 

eu ee De) 


l 


=h— An 


Um von dieser Endformel die Anwendung auf das Problem der Diffractions- 


erscheinungen zu machen, ist zu erinnern, dass M, der Mittelwerth von f 
auf der Kugel vom Radius 7 ist. 

Das Schwingungsgesetz aller Theilchen in der Ebene der Oeff- 
nung A sei 


{ 
f = msin2n 7 


dann ist in der Fläche A,, die, wenn (wie immer) / sehr gross ist, als 
eben betrachtet werden kann, das Gesetz 


zsinv 


u t 
fı = msin2n (7 - 


für eine Stelle gültig, die im Abstand = von der Schnittlinie der zwei 
Flächen A und A, liegt, falls » der Winkel zwischen diesen beiden Ebenen ist. 
Dieser Werth für f eingesetzt giebt das gesuchte 


l 
REN 2m far 2 e u zsinv 
fü og An. 3 u dt sin 7T u a a. 2 : 


*) Dasselbe Problem eben so allgemein nach der Fresnelschen Hypothese behan- 
delt ergiebt 
M,- —=() — — 4nM I!» 


t=t, un 
zeigt also recht deutlich die Abweichung. 
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oder da /+zsinv bis auf Glieder zweiter Ordnung in Bezug auf v die 
Entfernung o der Stelle O von dem Element dA giebt, dessen Projeetion auf 
die Kugel dA, ist, und ebenso genau dA=dA, und endlich T.a=4 ist, 


n 


m... BR 1 
h = 7 [ aAcos2n le 


A 
Dies ist aber die Fresnelsche Diffractionsgleichung für eine beliebige der 
drei Verrückungscomponenten , ®, w, ausser dass an Stelle des Sinus hier 
richtiger Weise der Cosinus steht. 
Noch ist nöthig, auf das Verhalten der räumlichen Dilatation bei 
diesem Problem zu kommen. Auch für sie gilt die Formel 
 EBNPERE_2 ben. 


fan, a FE 


8 a 


und ich schliesse daraus: wenn die gegebene Bewegung auf der Kugel- 
fläche nie in merklicher Weise eine Condensation oder Dilatation zur Folge 
hat, so wird dieselbe auch im Kugelmittelpunkt unmerklich bleiben. Da 
aber die angenommene Bewegung nur an den Rändern der Oeffnung A der 
Bedingung der Incompressibilität widerstreitet, ist auch für die fortgepflanzte 
Bewegung diese Bedingung als nahezu erfüllt anzusehen. 


Zusatz. 

Noch sei anmerkungsweise dargethan, wie ausserordentlich kurz 
sich mit Hülfe der neuen Integrationsmethode das allgemeine Problem 
lösen lässt: 

Zu bestimmen den Zustand eines unbegrenzten Mediums, wenn in 
demselben zur Zeit {=0 ganz beliebige Verrückungen und Geschwindig- 
keiten vorhanden sind, aber weiterhin keinerlei Kräfte wirken. 

Das Wesentliche der Lösung dieses Problems ist zuerst von Poisson 
(Mem. de l’Acad. des Sciences 1818, Tom. III) auf einem sehr eigenthüm- 
lichen Wege gefunden worden. Riemann leitet dasselbe Resultat mittelst 
sechsfacher Fourierscher Integrale ab (Partielle Differentialgleichungen, 
Braunschweig 1869, $. 106), später Kirchhoff auf einem kürzeren Wege 
(Mechanik XXI, $. 3). 

Und zwar behandle ich, wie oben, unter der Bezeichnung f zugleich 
die räumliche Dilatation d und die drei Verriückungseomponenten, letztere 
unter der Voraussetzung, dass das Medium incompressibel und auch der 
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Anfangszustand hiermit in Uebereinstimmung angenommen sei. In diesem 
Falle wird sich nämlich zeigen, dass schon von selbst die Bedingung der 
Incompressibilät für alle kommenden Zeiten erfüllt ist, und es gelten für | 
die Mittelwerthe M von u, ve, w, d auf Kugeln vom Radius r um die be- 
trachtete Stelle 0 Gleichungen von der Form 

oO’N vet o’N 


or 9? 


any 


worin N=rM ist. falls man dieselbe Betrachtungsweise benutzt wie oben. 
Aber in dem rr-Coordinatensystem sind jetzt auf der r-Axe die 
Werthe von N und = gegeben, daher ist nach Umformung der Haupt- 
gleichung in 
Er; 
Eon 
ein anderes Integrationsgebiet zu wählen als oben. Nämlich, wenn für 
eine Stelle A der 7-Axe (für die @=r, ist) der Zustand gesucht ist, eine 
(rerade, parallel der —n-Axe (also unter 45’ gegen die r-Axe) bis zur 
r-Axe gezogen, die jene in B treffen möge, wo also r =r, ist. 
Längs dieser Geraden integrirt giebt die Hauptgleichung 


Due) 


ON nr EL R} = (N 4 2, 


oder 


und dies giebt, da N= Ya und 7 wieder durch at zu ersetzen ist, nach 
der Bedeutung der Indices A und B 
OrM 
= M,= (-( re ) „" 
tt r=at, 
ı t—1) 


Das ist aber bereits das Poissonsche Resultat und sagt aus: 
Um an einer beliebigen Stelle den Zustand zur Zeit t, zu bestimmen, 
beschreibe man um diese Stelle eine Kugel vom Radius r=at, und nehme 


auf ihr den Mittelwerth des für {=0 gegebenen =, desgleichen von dem 


aus gegebenem f berechneten ee ersterer gleich u letzterer gleich 
(> ae) gesetzt, bestimmt nach vorstehender Gleichung das gesuchte fi. 


Da dies Resultat auch für d gilt, so zeigt es die Richtigkeit der 
obigen Behauptung, dass, falls der Anfangszustand die Bedingung der In- 
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compressibilität erfüllt, es alle weiteren Zustände von selbst ebenfalls thun. 
Es gestattet sonach den Poissonschen Satz über die Condensation in einem 
compressibeln auch auf die Verrückungen in einem incompressibeln Medium 
auszudehnen. 

Eine Erweiterung des Problems auf den Fall, dass der Anfangs- 


' 00 H h 
zustand nicht den Bedingungen d=0 und ; "Guch, genügt, findet sich in 


der obengenannten Arbeit von Stokes p. 18. 


Königsberg i. Pr., Januar 1880. 











Zur Lehre von den quadratischen Formen mit 
positiver Determinante. 


(Von Herrn F. Mertens in Krakau.) 


le dem Folgenden soll ein Beweis des Hauptsatzes der Theorie der 
binären quadratischen Formen von positiver nicht quadratischer Determinante 
— (dass zwei redueirte Formen von gleicher Determinante nur dann eigen- 
lich äquivalent sein können, wenn sie derselben Periode angehören — ge- 
veben werden. Der Gausssche Beweis *) dieses Satzes ist ziemlich schwierig, 
und es wird vielleicht der in dem Folgenden gegebene auch neben der 
Dirichletschen **) Behandlung der genannten Formen nicht ohne Inter- 
esse sein. 

Gauss nennt eine quadratische Form (a, b, e) mit positiver nicht quadra- 
tischer Determinante D redueirt, wenn der mittlere Coeffieient b positiv und 
—YD und a vom Zeichen abgesehen in den Grenzen YD—b und YD-+b 
enthalten ist; der zweite äussere Coefficient e liegt dann vom Zeichen ab- 
gesehen zwischen den nämlichen Grenzen, und es haben a und c entgegen- 
gesetzte Vorzeichen. Jeder redueirten Form (a, b, a’) entspricht eine und 
nur eine redueirte Form (a, b', a”) von der Art, dass 

b+b' = (mod. a’) 
ist, welehe in dem Folgenden kurz der rechte Nachbar von (a,b, a’) ge- 
nannt werden soll. Man erhält den rechten Nachbar (a’, b', a”) einer ge- 
sebenen redueirten Form (a, b, a’), wenn man, unter (a’) den Zahlenwerth 


. .. . ’D h r 
von a’ und unter h die grösste in 2 enthaltene ganze Zahl verstanden, 
De: 
b’=—b+h(a) und a’ = —- — setzt. 
a 


*) Disq. ar. art. 195. 
#=#) Vereinfachung der Theorie der binären quadratischen Formen von positiver 
Determinante. Berl. Ak. 1854. Vorl. über Zahlentheorie von L. Dirichlet h. v. Dedekind. 
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Man findet alle redueirten Formen, welche mit einer gegebenen redu- 
eirten Form f zusammen eine Periode bilden, wenn man den rechten Nachbar 
f, von f, hierauf den rechten Nachbar f; von fı u. 8. w. bestimmt, bis man 
auf eine Form f, stösst, welche mit f zusammenfällt; die Formen 


f; fi, fr, a Fit 


welche alle untereinander eigentlich äquivalent sind und in welchen die 
ersten Coefficienten abwechselnde Vorzeichen besitzen, bilden dann eine 
Periode. 

Dies vorausgeschickt, besteht der zu beweisende Satz darin, dass 
zwei eigentlich äquivalente redueirte Formen f, F von positiver nicht qua- 
dratischer Determinante D derselben Periode angehören. 

Man kann sich auf den Fall beschränken, wo die ersten Üoefficien- 
ten beider Formen f, F positiv sind. Wäre dies nämlich bei einer dieser 
Formen oder bei beiden nicht der Fall, so könnte man, ohne an den Be- 
dingungen und dem Inhalte des Satzes etwas zu ändern, etwaigenfalls f 
oder F durch ihre rechten Nachbaren ersetzen. 

Es sei also 

f = ax’+ 2bay —a'y', 
F = Ax’+2Bay—A'y', 
wo a, b, a, A, B, A’ ganze positive von Null verschiedene Zahlen be- 
zeichnen, und es gehe f in F durch die Substitution * 4 über. Es finden 
dann die Gleichungen 
(1) aa+2bay—ay' = A, 
(2.) aoß +blad+Py)—ayd = B, 
(3)  af+2bPd-ad’ = —A, 
(4.) od—Py = 1 
statt, aus welchen sich in leicht ersichtlicher Weise noch die folgenden 
ergeben: 
(9.) ay-bae = AP—Ba, 
(6.) ad—bP = A’a+BP. 
Da weder @ noch d=0 sein kann, so kann man unbeschadet der Allge- 
meinheit & positiv annehmen; im Gegenfalle könnte man nämlich die Vor- 


zeichen aller vier Zahlen «, 5, y, 0 entgegengesetzt nehmen, ohne die 
Gleichungen (1.) — (4.) zu ändern. 
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Es sind nun folgende zwei Fälle möglich: 
I. Eine der Zahlen 2, y ist =0. Alsdann ist @d=1 und daher 
e=0=1. 
Ist nun #=0, so wird nach (2.), (3.) 
«=A, b-ady=B 
und daher 
YD-B yD-b 








- A' a’ .. 0, 
/’D— D 
weil jeder der Ausdrücke - Pi; _ ® nach dem Begriffe der redu- 


cirten Formen positiv und <1 ist. 
Ist dagegen =, so wird nach (1.), (2.) 


a=A, b+aß=B 


und daher aus demselben Grunde, wie vorher 


Wenn also eine der Zahlen %, y=0 ist, so muss auch die andere 
—() sein und die Formen f, F sind identisch. 

I. Es ist keine der vier Zahlen «, %, y, d=0. In diesem Falle 
kann man unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, dass auch /P positiv 
ist. Ist nämlich 5 negativ, so ergiebt sich zunächst aus (5.), dass a’y —b« 
negativ ist; giebt man ferner der Gleichung (2.), nachdem man sie mit —« 
multiplieirt hat, die Form 

(ay— be)(ad—bP) = Daß— Ba’, 
so folgt dann, dass «’d—bP positiv ist. Hieraus ergiebt sich aber, dass 
umsomehr «’d— 25 positiv und daher auf Grund der Gleichung (3.), welcher 
man die Form 
(ad —2bP)d = af+A' 
geben kann, auch Ö positiv ist. Setzt man daher 


dad, P=-P, y=—Yy, =, 
so geht F in f durch die Substitution En e) über, in welcher «', P' positiv 
sind. Man würde also nur F mit f zu vertauschen brauchen. 
Es sei also positiv. Aus (6.) geht dann hervor, dass d‘ ebenfalls 
positiv ist, und da y nach der Voraussetzung nicht =0 ist und der Glei- 






ode 


Ss0 


ist: 


Hieı 
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chung (4.) zufolge nicht negativ sein kann, so sind in diesem Falle alle 
vier Zahlen «, ß, y, 0 positiv. 
Man setze nun 





(7) d=hfp+, 


. " Rn _ ; 
wo, wenn 5>1, h, die grösste in z enthaltene ganze Zahl und, wenn 
h 


3=1 ist, die Zahl d—1 bezeichnen soll, und hierauf 


m hha+y, 
(8) b = —b+ha, 
b’—D " 
—=-d. 
a 
Es ist dann 
O<I"<P, 
al'— Ay = 1, 
= _ nicht negativ und die Form (—a', b', a’) der rechte Nachbar f, 


von f. Um dies darzuthun, genügt es zu beweisen, dass h, die grösste in 
YD-+b r . 1® ß » 1 2\ 
a: a enthaltene ganze Zahl ist. Giebt man hierzu der Gleichung (3.), 


' 


“ * Ad - [2 [3 [} y 
nachdem man sie mit Zi multiplieirt hat, die Form: 


D-(a, 5) = 
oder 
(YD+a' ; -b)(YD-a ; 1. Soll r2 | 


so ergiebt sich, da nach (6.), (7.) 


YD+a 5b = VD+B+A' 5, 
YD-ad5+b = — YD+b—ha-—a z 
ist: 
YD+B  ax/yD+b oe RE. 
— ie 25 7 Br Zu a A Zi 


Hieraus folgt 





YD-+b u 1 
u Ze, A Zuze VD+B | u 
er) 
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Es sind aber «, P, 0’ positiv, 0’ < und nach dem Begriffe der redueirten 
YD+B 


Formen — pr 
























> 1; mithin ist 





u 





0 <- —h<l; 


w. z. b. w. 
Da f in fı durch die Substitution En ji ) übergeht und we ß ) nach 


en 


(7.), (8.) aus den Substitutionen i® Ah, ch ) zusammengesetzt ist, 


so verwandelt die Substitution ( I: B v. fı in he und man hat 


(9)  -ay"—2bya+a'e = A, 


10) ya) + = 
(11) -ad"- PH —A, 
(12.) -Pr =1, 


aus welchen Gleichungen überdies noch 
(13.) a’ ß—bid" = A'y'+Bo0' 
folgt. 
Es sei nun weiter 
(14.) 


enthaltene ganze Zahl bezeichnen soll, und 


ß = h,d+Pß, 


’ 
wo Ah, die grösste in 5 


“ = hy Allg 
(15.) b' + h,a = 5b, 
b"—D r 
u Zinn 
a 


Es ist dann 
5< 4, 
— Ay > 


und die Form (a”, b", —a””) der rechte Nachbar f&; von fi. Multiplieirt 


2 


man nämlich die Gleichung (11.) mit ... 


-[d" 5 = = a 


Der 


und giebt ihr die Form 


oder 


(VD+a' EVD 46 






is 
p‘ 
V 
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so wird, da nach (13.), (14.) 
VD+a" 8-0 = VD+B+A'Z, 


YD-a” a = YD+b’-h.d'—a” F 





o' 
ist: 
YD+B YD+b PN .04 
(D+B ‚re _,_ 4, 
Hieraus folgt 
YD +b' 1 PER 1 
u u ET nn 


YD Br 
(174% 


ei : i '’D-+B ; ’ 
Da nun d’ positiv, P'" und y’ nicht negativ und ur on >1 ist, so ergiebt 


A' 
sich aus der vorstehenden Gleichung 
a ra 


w. z. b. w. 


. . en . u 0 1 — ! — 4 
a a be A ge er 
Da fi in £& durch die Substitution WA. ergeht und ( / 3 


- x Y D . 0 ! 3’ 
nach (14.), (15.) aus den Substitutionen ( 1 ); > 5) zusammengesetzt 
i u il Een di 
ist, so verwandelt die Substitution 5; fi in F. 


Ist nun schon y'=0, so wird «'d’=1, und da d’ positiv ist, so ist 
auch « positiv und es liegt der Fall I vor, d.h. es ist F=f, und der 
Satz bewiesen. 

Ist dagegen y’ nicht = 0), so ist es positiv, und da ’ alsdann nach 
Fall I auch nicht =0 sein kann, so ist auch /’ positiv; dasselbe gilt von 


a — Se - Aus den Gleichungen (7.), (8.), (14.), (15.) geht dann her- 


vor, dass 





nn FR TH FH 


ist. Die Substitution Pr i 2 welche f; in F verwandelt, hat also lauter 


positive und durchweg kleinere Coeffieienten als die Substitution ie A ). 


a . e ih ie a' D' ot 
Verfährt man nun in Bezug auf die Substitution y 5 so wie in Bezug 
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auf die Substitution ( : 2 so ergiebt sich entweder schon F=f,, oder 


° . ° ® ° a" ! 
aber gewinnt man eine f; in F verwandelnde Substitution yn E; deren 


Coeffieienten alle positiv und beziehungsweise kleiner als in der Substitution 
a' p' s n j e . e 

( e) sind. Da aber die Zahlen y, y', y7",... eine fallende Reihe bilden, 
od 

so muss man nach einigen Schritten zu einer Zahl y” gelangen, welche 


—=() ist. Es ist dann F= f„ und der Satz bewiesen. 
Krakau, April 1880. 
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Sur quelques theoremes de M. Hermite, extrait 
d’une lettre adressee A M. Borchardt. 
(Par M. E. Laguerre & Paris.) 


’ Dans une Note Sur Tindice des fractions rationnelles inserde 
dans le Bulletin de la SocieteE Math@matique de France (t. VII, p. 131), 
M. Hermite a fait la remarque importante qui suit: 
En designant par «ai, P+bi,...., u+mi des quantit@s imaginaires, 
dans lesquelles les coefficients de i ont tous le m&me signe, si l’on pose, 
pour abreger, 


II z—- eo -a) = (r—-0o-a) ec —-P—bi)... (e—u—mi) = F(r)+iP(«), 
l’equation 
(1) pFlea)+gP$(e) =, 


ou p et q designent des nombres reels arbitraires, a toutes ses racines reelles. 
M. Biehler a obtenu en m&@me temps ce theoreme (Sur une classe 

d’equations algebriques dont toutes les racines sont reelles, t. 37 de ce Journal, 

p- 350) et sa demonstration, comme celle de M. Hermite, repose sur la 

be), 

F(«) 

La methode qui suit vous paraitra peut-tre plus simple et plus directe. 

L’equation (1.) peut @videmment s’eerire 


eonsideration de lindiee de la fraetion - 


(p-ig) Hz —a—ai)+(p+ig) I(c—o+ai) = 0 
et l’on en deduit l’Egalite 
Mod. (cz —a—ai) = Mod. (ze —-a-+ai): 


d’oüu il est facile de conclure que x est necessairement reelle. 

Ayant, en effet, trac& dans un plan deux axes reetangulaires OX et 
OY, je representerai, suivant l’usage ordinaire, la quantit@ imaginaire X+Yi 
43* | 
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par le point dont les eoordonnees sont X et Y. Soient A, B, ...., M les 
points qui representent respeetivement les quantites e+ai, P+bi, ..., u+mi; 
les coeffieients a, b, ..., m ayant, par hypothese, tous le m@me signe, les 
points A, B,..., M sont situ&s d’un m&me cöte de l’axe OX, au-dessus 
de cet axe par exemple; quant aux points A’, B’, ..., M' qui representent 
les quantites conjugudes a—ai, P—bi, ..., u—mi, ces points e&tant les 
symetriques des points A, B, ..., M relativement & l’axe OX, ils sont 
situes au-dessous de cet axe. 

Designons maintenant par P le point representatif de la quantite x, 
l’egalite preeedente peut s’eerire ainsi qwil suit 


(2)  PA.PB...PM = PA.PB'... PM’; 


or de la resulte immediatement que x ne peut @tre imaginaire. Car, en 
supposant par exemple que le point P soit situe au-dessus de l’axe OX, 
on a 


PA<PA, PB<PB, ... PM<PM, 


inegalites qui sont incompatibles avee la relation (2.). 


Dans le m&moire que vous avez bien voulu inserer l’annde derniere 
dans votre Journal, j’ai donne une formule de quadrature (Sur le developpement 
d'une fonction suivant les puissances d’un polynöme t.88, p. 46) qui appartient 
en realite A M. Hermite. L/illustre geometre l’a demontree dans sa note 
sur la formule d’interpolation de Lagrange inseree au t. 84 de votre Journal 
(p. 75). Il est elair du reste que nous devions arriver au m&me resultat; 
le but que nous proposions £tait effectivement le m&me, & savoir de deter- 


[ y. b 
miner avee la plus grande approximation possible lintegrale / f(x) de, 


quand on se donne les valeurs de f(z) et d’un certain nombre de ses 
derivees pour z=aetx=b. 
Seulement tandis que M. Hermite prend pour point de depart les 
.. a i —1 \ ; ' 
proprietes des reduites de la fonction Log( *—), je m’appuie sur les 


proprietes des reduites de e’; on apergoit, dans cette eirconstance, le 
premier indice d’une liaison singuliere entre les reduites de fonetions si 
differentes, liaison que les considerations suivantes mettent, je crois, entiere- 
ment en evidence. 








on 


Ain 
vel« 
de | 
de | 


deve 











Laguerre, sur quelques theoremes de M. Hermite. 341 





Soit, pour plus de generalite, F(x) le denominateur commun des 
fractions rationnelles de m@me denominateur qui approchent le plus des 


fonetions e“”, e"”, ... e'”; en sorte, qwen designant par N= nu le degre 
de F(z) et par P,(@), P;(z), .... des polynömes de m&me degr@ con- 


venablement choisis, le developpement des fonetions 
F(xzie"— &,(r), 
F(x)e"—»,(x), 


F(iz)e”—&,(z) 


commence par un terme de l’ordre (N+u-+1). 

En designant par z une nouvelle indeterminee, je considere le 
developpement de F(z)e‘* suivant les puissances croissantes de x et pose 
F(z)e” = ZA,e*. 

Vous remarquerez tout d’abord que la fonction de 3 A,,, est divisible par 
3“; en second lieu, en derivant par rapport & z l’equation preeedente, on a 
F(z)e* = 2 ep gm. 

dz 

d’ot Yon voit que chacun des coefficients de la serie precedente est la 
derivee du coefficient qui suit immediatement. 

J’observe maintenant que, quand on fait 3=a,, les coefficients 
Ayzı, Axt, ++» Ayy„ S’annulent; la fonetion A,,, s’annule done ainsi que 
ses (u—1) premieres derivees pour 3=a, et par suite elle est divisible par 
(3—a,)“. On prouverait de m&me quelle est divisible par (3—a,)“, (3—a;)“, ...; 
Jai d’ailleurs montre quelle est divisible par 3“ et comme elle est du degre 
N-+u, en posant pour abreger 


fi) = 2" (3-0) (2 —-9)"...(3—a,)", 
on en conclura facilement que 
Aysu = fie). 
Ainsi une propriete caracteristique du polynöme F(x) est que, dans le de- 
veloppement de F(x)e‘” suivant les puissances croissantes de x, le coefficient 


de z”** est le polynöme f(z) et de la se deduit bien aisement l’expression 
de F(e). 


Je vous ferai encore remarquer que le coefficient de 2” dans ce 





developpement est egal & Z f(2); e’est done le denominateur commun 
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des fraetions rationnelles de m&me degre qui approchent le plus des fonetions 


Lg, Lg — 


x 


—d(, % 


Loe 
BR 


). 


II serait facile de deduire des considerations qui preeedent les 
diverses formules obtenues par M. Hermite; mais je ne m’etendrai pas da- 
vatange sur ce sujet. Il m’a sembl& neanmoins quil y avait quelque 
interöt & r&unir ainsi dans une m&me analyse quelques-uns des importants 
resultats obtenus par Villustre g&ometre sur les fonctions exponentielles et 
sur les fonetions logarithmiques. 


z I 


*) Lettre de M. Hermite ü M. Fuchs (t.79 de ce Journal, p. 325) 
Paris, avril 1880. 



























Notiz über einen elementaren Algorithmus. 


(Von Herrn Stieltjes in Leiden.) 


Es seien 4, 4, A; .... a, reelle Zahlen, M, ihr arithmetisches Mittel, M, 
das arithmetische Mittel aller Producte aus je zwei verschiedenen dieser 
Zahlen, M, das arithmetische Mittel aller Producte aus je drei verschiedenen 
dieser Zahlen u.s.w. Die letzte der auf diese Weise zu bildenden Grössen 
ist M.= a,a,...a,. Es soll ferner festgesetzt werden M,=1. 

Im Allgemeinen ist dann 


Eu.M, seh... 


1 1 
positiv; genauer gefasst: dieser Ausdruck wird nie negativ und nur dann 
gleich Null, wenn entweder sämmtliche Zahlen a, a,...a, einander gleich 
sind, oder wenn mindestens k—p-+1 dieser Zahlen gleich Null sind. Im 
letzteren Falle ist offenbar M,= M,,, = 0. — Sind jetzt die Zahlen a, a,... a, 
sämmtlich positiv und setzt man 


a Fr >) ; 
a, — h) p — AR —o. u... k, 


so ist nach obigem Satz 
41>m>">aq, 
wobei der Fall, in welchem die Zahlen a, a,... a, sämmtlich einander gleich 
sind, ausgeschlossen werden mag. 
Weiter ist 
en ee a, 


und wenn von den Zahlen a, a,...a, keine >a, und keine <a, ist, 


44,440 Dal (k—1)a, +a; 
gsi Ze Ward Fiss, 
Ä k 
u 1 N >G, 
a 
a 0q, Ber a; 
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« 







folglich: 


k—1 
"<a—a,< 2 (4.—4,). 





Durch wiederholte Anwendung der Operation, durch welche die 
Zahlen a, a,... a, aus a, a, ... a, hergeleitet wurden, erhält man also Gruppen 
von k Zahlen, deren Produet unverändert bleibt, während sie sich unbe- 


grenzt einander nähern. Die Zahlen einer Gruppe convergiren also sämmt- 
1 


lich gegen die Grenze (a,a,...a,)‘. 
Bezeichnet man die Zahlen der „ten abgeleiteten Gruppe mit 
n) iz R 
a” (p=l,2,... ih), 
so werden die Differenzen 
)_ u 2 
a”—ayı, p=1,2,... k—1l, 
welche sich beliebig der Null nähern, immer mehr einander gleich, sodass 
das Verhältniss von je zwei dieser Differenzen (für dasselbe ») für » = x 
die Einheit zur Grenze hat. 
Leiden, März 1880. 
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